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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Jednym z najbardziej interesujacych obszaréw badan wspolczesnej teorii strun jest kore-
spondencja AdS/CFT [1, 2, B]. Najlepiej poznanym jej przyktadem jest dualnos¢ pomie-
dzy konforemng, supersymetryczng teorig N' = 4 Yanga-Millsa, a pelng teorig strun typu
IIB na przestrzeni asymptotycznie AdS. Ta pierwsza jest maksymalnie supersymetryczna
teorig pola z nieabelowa grupa cechowania SU(N) i sektorem materii w reprezentacji do-
laczonej, przy czym czesé¢ Lagrangianu odpowiadajaca polom cechowania (gluonom), jest
identyczna z QCD [4]. Niech gy oznacza staly sprzezenia w teorii Yanga-Millsa. W
granicy N — oo dla g%,;N > 1 teoria ta jest silnie sprzezona, podczas gdy poprawki
strunowe i kwantowe w dzialaniu efektywnym po stronie grawitacyjnej mozna zaniedbaé
[5, [4]. W ten sposob korespondencja AdS/CFT laczy aspekty silnie sprzezonej teorii
pola, z semiklasyczng teoria grawitacji [4 [6].

Wazny z punktu widzenia praktycznych zastosowan jest holograficzny opis stanéow
termicznych silnie sprzezonego ukltadu. Przyktadowym polem zastosowan moga by¢ eks-
perymenty, w ktorych badane sa zderzenia ciezkich jonéw, prowadzone w akcelerato-
rach takich jak RHIC czy LHC [5]. W eksperymentach tych powstaje goraca plazma
kwarkowo-gluonowa (sQGP) |7, 5].

W sytuacji, gdy ograniczamy sie¢ do skal znacznie wiekszych od $redniej drogi swo-
bodnej zwiazanej z oddzialywaniem, opisaé¢ ja mozna w fenomenologicznym jezyku re-
latywistycznej hydrodynamiki [8, @, 10]. W opisie tym postugujemy sie wielkoSciami

hydrodynamicznymi, takimi jak jak gestos¢ energii, lokalna temperatura lub predkosé¢
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

przeptywu. 7 wielkodci tych zbudowane sg tensor energii-pedu oraz zachowane prady,
przy czym réwnania hydrodynamiki dostajemy jako prawa zachowania tych wielkosci
[10, I1]. W sytuacji, w ktorej rozwazamy procesy zwiazane z dyssypacja energii (prze-
wodnictwo cieplne, lepkosé etc.), wielkosci zachowane zawieraja czlony ze wspolezyn-
nikami transportu [10, 12]. Wspolezynniki te sa parametramiﬂ ktorych ustalenie jest
niemozliwe na gruncie podejscia fenomenologicznego i wymaga odwotania sie do szczego-
tow mikroskopowej natury oddziatywan. W przypadku plazmy kwarkowo-gluonowe;j jest
nia chromodynamika kwantowa. Jedna z mozliwosci wyjasnienia zjawisk obserwowanych
w akceleratorach RHIC czy LHC, jest zalozenie rezimu silnego sprzezenia [13], [14].

Zasadniczg trudnoscig pozostaje jednakze fakt, iz w rezimie silnego sprzezenia nie
stosuja sie standardowe metody rachunku perturbacyjnego. Do obliczania wtasnosci sta-
tycznych istnieja skuteczne metody obliczenn numerycznych na sieciach [15], krore pozwa-
laja np. na wyprowadzenie rownania stanu opisujacego goraca plazme. Niestety metody
te nie daja wgladu w procesy dynamiczne. W szczegolnosci nie sposéb wyznaczyé w ten
sposob wspotezynnikow transportu [16].

Materia opisywana przez N = 4 SYM w zakresie temperatur odpowiadajacym sta-
nowi sQGP, ma z nim pewne cechy wspolne [I7]. Przyktadowo, goraca plazma kwarkowo-
gluonowa moze by¢, podobnie jak materia w reprezentacji dolaczonej w N = 4 SYM,
opisana réwnaniem stanu zblizonym do réwnania gazu fotonowego. Ostatni fakt jest
bezposrednia konsekwencja symetrii konforemnej [10]. Szczegdtowe poréwnanie wlasno-
sci plazmy supersymetrycznej i niesupersymetrycznej QCD w rezimie stabego sprzezenia
[18, 19, 20] pokazuja, ze fizyczne wlasnosci tych uktadéw sa bardzo podobne. Sytuacja
wyglada podobnie w teorii abelowej [21].

Supersymetryczna teoria Yanga-Millsa posiada holograficzny opis dualny — wynika-
jaca z korespondencji AdS/CFT dualnosé pltynowo-grawitacyjna [22, [10]. Pozwala ona
na udzielenie jednoznacznych odpowiedzi na wiele pytan dotyczacych plazmy N = 4
SYM. W szczegolnosci, daje ona mozliwo$¢ wyprowadzenia opisu hydrodynamicznego i
wyznaczenie wspotczynnikoéw transportu.

Silnie sprzezonej teorii Yanga-Millsa w stanie globalnej rownowagi termodynamicznej

'Dokladniej, sg one funkcjami temperatury.



odpowiadajg rozwiagzania réwnan Einsteina postaci geometrii z planarnym, statycznym
horyzontem zdarzen, tzw. rozwiazania czarnej brany [10, 23]. Stany termiczne uktadu
sygnalizowane sa rozwigzaniami zawierajacymi horyzont w dualnej geometrii. Rozwia-
zania te moga nastepnie postuzy¢ do znalezienia warto$ci oczekiwanych operatoréow w
N =4 SYM [24, 25|, 26]. Przykladowo, wartos¢ oczekiwana tensora energii-pedu moze

by¢ zrekonstruowana w oparciu o wartosci asymptotyczne metryki.

W sytuacji gdy uktad nie jest w stanie globalnej rownowagi, ale pozostaje jej bliski,
opisa¢ go mozna pewna macierza gestosci. Bliskos¢ oznacza fakt, iz warto$é¢ kazdego z
p6l hydrodynamicznych okreslona jest na domenach, na ktoérych uktad osiagnat lokalng
rownowage i zmienia sie nieznacznie przy przejsciu z domeny na domene [10]. Poniewaz z
zatozenia odstepstwo od stanu globalnej rownowagi jest niewielkie, wielko$ci hydrodyna-
miczne naturalnie jest konstruowaé¢ w postaci szeregoéw rozwinie¢ gradientowych [10]. W
rozwinieciach tych wyraz zerowego odpowiada przypadkowi globalnej rownowagi, pod-
czas gdy wyrazy wyzszych rzedéw wnoszg poprawki zwigzane z procesami transportu. Te
ostatnie budujemy z wszelkich mozliwych pochodnych podstawowych wielkosci hydrody-
namicznych, jakie mozna wypisa¢ zgodnie z wymagana symetria [9, [10]. W przypadku
supersymetrycznej N' = 4 SYM jest to symetria konforemna [27, 28, 4]. Ogranicza ona
znaczaco liczbe mozliwych cztonéw, jakie nalezy wzig¢ pod uwage konstruujac wielko-
Sci hydrodynamiczne w ramach rozwinie¢ gradientowych. Wygodnym narzedziem, ktore
upraszcza budowe obiektéw transformujacych sie jednorodnie pod wpltywem przeksztal-
ceni symetrii konforemnej, jest formalizm Weyl niezmienniczy, wprowadzony przez Loga-

nayagama [29].

Po stronie grawitacyjnej dualnosci stanom nieréwnowagowym bliskim stanowi rowno-
wagi odpowiadaja rodziny wolnozmiennych geometrii zawierajacych horyzont |25, 10]. W
rozwinieciu gradientowym moga by¢ one przedstawione jako niewielkie zaburzenia roz-
wiazania czarnej brany [25]. Dualnosé ta jest interesujaca z kilku wzgledow. Po pierwsze,
mozna ja traktowaé¢ jako naturalne uogoélnienie wspomnianych wczesniej zwiazkéw po-
miedzy stanami termicznymi a statyczna geometria. Po drugie, istnienie relacji pomiedzy
dynamika czarnych bran, a dynamika ptynéw daje unikalng szanse zrozumienia aspek-

tow rozwiazan z horyzontem w terminach hydrodynamiki. Umozliwia to réwniez wglad
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

w dynamike ptynéw z perspektywy rozwiazan rownan Einsteina oraz pozwala zrozumieé
wtasnosci samych horyzontéw w jezyku nieliniowych réwnari hydrodynamiki. Wreszcie,
po trzecie omawiana dualno$é¢ ma uzyteczne zastosowania praktyczne, do jakich nalezy
opis plazmy teorii N' = 4 SYM, ktorej pewne aspekty moga by¢ na tyle uniwersalne,
ze daja pewien wglad w fizyke plazmy kwarkowo-gluonowej. Nalezy jednakze przy tym
pamietaé, ze w prawdziwej plazmie kwarkowo-gluonowej zachodza niewatpliwie efekty,

ktorych N =4 SYM nie moze opisac.

Bardzo waznym zagadnieniem jest poszukiwanie rozwiazan dualnych do hydrodyna-
miki z zachowanym pradami, zwigzanymi z zachowanymi tadunkami [30, B1]. Przypa-
dek ten ma réwniez potencjalne znaczenie praktyczne w kontekscie produkeji plazmy
kwarkowo-gluonowej — zachowanym tadunkiem jest tutaj liczba barionowa [5]. Z teore-
tycznego punktu widzenia, pozadane sa tu wlasnosci teorii umozliwiajacej holograficzny
opis plazmy w skoriczonej temperaturze z potencjatem chemicznym [32]. Uktad taki jest
dualny do pola grawitacyjnego sprzezonego z potencjatem wektorowym [33], 34, [35], 36].
[stotnym elementem niniejszej pracy jest okreslenie geometrii dualnej do hydrodynamiki
z zachowanym pradem U(1) oraz grawitacyjna rekonstrukcja podstawowych wielkosci

hydrodynamicznych.

W poréwnaniu do wezesniejszych prac [31, B0], w ktorych po raz pierwszy zostaly
znalezione rozwigzania rownan Einsteina-Maxwella, rezultaty zaprezentowane w niniej-
szej pracy (zob. [37]), wnosza kilka istotnych, nowych elementéow. Przede wszystkim,
znalezione tu rozwigzania dopuszczaja dowolna, wolnozmienng metryke w teorii Yanga-
Millsa. Poza tym forma metryki i potencjatu wektorowego jest znacznie prostsza i bar-
dziej przejrzysta. Jest to spowodowane kilkoma czynnikami. Po pierwsze horyzont zda-
rzeni w zerowym rzedzie jest sparametryzowany w prostszy sposob (znaleziony w [38]). Po
drugie wybor cechowania jest inny niz to uzyte przez [311, 30] (jest on tozsamy z [39] 26]).
W cechowaniu tym wchodzace, zerowe geodezyjne sa krzywymi o stalych wspotrzednych
przestrzeni brzegowej. Dodatkowo na wszystkich etapach obliczenn wykorzystujemy for-
malizm Weyl-niezmienniczy w celu identyfikacji i pogrupowania wyrazen transformuja-
cych sie jednorodnie pod wptywem przeksztatcen konforemnych. Umozliwia to wypisanie

postaci metryki i potencjalu wektorowego, a nastepnie ustaleniu niewiadomych w toku
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rozwigzywania rownan Einsteina-Hilberta. W poréwnaniu do przypadku nienaladowa-
nego [26], ostateczne rozwiazania sa wprawdzie bardziej ztozone, nie mniej jednak duzo
prostsze niz analogiczne rezultaty [31), [30]. W szczegolnosci tatwo jest pokazac, ze geome-
tria znaleziona w [37], redukuje sie do odpowiednich wynikéw zaprezentowanych w [26],
w granicy nienatadowanej.

Poniewaz teoria grawitacji, ktora pojawia sie w wyniku kompaktyfikacji teorii strun
[34] wymaga wystepowania wyrazu Cherna-Simonsa [34, [30, 3], geometria dualna do
hydrodynamiki z zachowanym pradem zawiera cztony zwiazane z tamaniem parzystosci.
Odpowiadaja one symetrii U(1) w teorii pola Yanga-Millsa i manifestuja sie takze na
poziomie hydrodynamiki [40].

Rozwiazanie grawitacyjne znalezione w rozwinieciu gradientowym jest nieosobliwe za
wyjatkiem osobliwosci w r = 0 (osobliwo$¢ czarnej brany). Zgodnie z hipoteza kosmicznej
cenzury oczekujemy, ze osobliwos¢ ta bedzie zakryta horyzontem zdarzen. Udowodnienie
tego jest waznym, acz nietrywialnym zadaniem, dyskutowanym w Rozdziale [7] Znale-
zienie horyzontu zdarzen dla rozwazanej tu geometrii jest jednym z gtéwnych wynikow
otrzymanych w niniejszej pracy.

Dotychczas omawialiémy holograficzny opis stanéw bliskich réwnowadze termodyna-
micznej. Wykorzystujac korespondencje AdS/CFT jasne jest, ze nie tylko stany termiczne
i hydrodynamiczne, ale réwniez nierownowagowe dalekie od stanu réwnowagi, maja du-
alny, holograficzny odpowiednik. Znalezienie takich rozwigzan wymaga odwotania sie do

metod numerycznych [41], 42], 43].

Centralnym zagadnieniem, ktére zbadamy na gruncie dualnosci pltynowo-grawitacy;j-
nej (zarowno w sytuacji istnienia zachowanych tadunkéw jak i ich braku), jest uogoélnienie
termodynamicznego pojecia entropii na przypadek hydrodynamiki. Uogolnienie to doko-
nywane jest poprzez wprowadzenie tzw. pradu entropii [44], 29]. Prad ten konstruowany
jest fenomenologicznie w rozwinieciu gradientowym poprzez zadanie, by w stanie row-
nowagi odtwarzal termodynamiczng gesto$¢ entropii oraz by jego dywergencja okreslona
na rozwiagzaniach réwnan hydrodynamiki byta nieujemna. Szczegbélowa analiza konse-
kwencji uogolnienia pojecia entropii na przypadek hydrodynamiki pokazata [45] [46], ze

juz w drugim rzedzie rozwiniecia gradientowego wystepuja dowolnosci w takiej jego de-
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

finicji. Moze to wskazywaé na brak uwzglednienia istotnego elementu badz koniecznosé
doprecyzowania samej definicji. Inng mozliwoscia jest fakt, iz prad entropii moze nie by¢
okreslony jednoznacznie w wyzszych rzedach rozwinie¢ gradientowych, poniewaz odstep-
stwa od stanu rownowagi (w ktorym de facto pojecie entropii ma sens), staja sie zbyt
duze. Interesujacym jest wiec ustalenie czy i w jaki spos6b problem ten uwidacznia sie
po stronie grawitacyjnej korespondencji AdS/CFT. Wyjasnienie tego jest gtownym celem

niniejszej pracy.

Dla statycznych czarnych dziur, pojecie entropii zwiazane jest poprzez znana formute
Bekensteina [47] ze (statycznym) horyzontem zdarzen. Przypadek horyzontéw dynamicz-
nych jest juz duzo bardziej skomplikowany [48]. Nalezy tutaj pamietac, ze sam horyzont
zdarzen jest wielkoscia globalna, otrzymywana na drodze teleologicznej — jego potozenie
moze byé¢ okreslone dopiero wtedy, gdy znamy przyszto$é wszystkich sygnatow wysta-
nych z zadanego punktu przed zdecydowaniem czy 6w punkt jest wewnatrz horyzontu
czarnej dziury, czy tez nie [49]. Wynika stad, ze ewolucja horyzontu zdarzen nie jest przy-
czynowa. Przyktadowo, przyrost powierzchni horyzontu zdarzen czarnej dziury nie jest
bezposrednio rzadzony przez absorbowana przez nig energie lub materie — efektem takiej
absorpcji jest w istocie zmniejszenie jego tempa przyrostu [49]. Nie ma w tym nic pro-
blematycznego dopoki, dopoty nie wiazemy z pojeciem horyzontu zdarzen jakiejkolwiek
wielkodci fizycznej. W sytuacji jednak, gdy horyzont zadaje prad entropii, konsekwencja
nieprzyczynowego zachowania horyzontu wydaje sie by¢ nieprzyczynowy prad entropii

50, 51].

Otwartym pytaniem pozostaje kwestia, czy formuta Beckensteina moze by¢ zastoso-
wana do przypadku horyzontéw dynamicznych. Najprostsza mozliwoscig jest zalozenie,
ze entropia jest wcigz proporcjonalna do powierzchni, lecz nie powierzchni horyzontu zda-
rzeni, ale hiperpowierzchni asymptotycznej do niej dla p6znych czasow [52, 53], 54, [50]. Hi-
perpowierzchnia taka, podobnie jak horyzont zdarzen, spetniataby twierdzenie Hawkinga
o przyroscie pola powierzchni. Przyktadem tego typu wielkosci jest horyzont pozorny
[55], rozumiany jako brzeg obszaru wyznaczanego przez powierzchnie ztapane [49] [50].
Dla statycznych czarnych dziur horyzont pozorny i zdarzen pokrywaja sie. W przy-

padku dynamicznym, horyzont pozorny jest zlokalizowany wewnatrz, badZ pokrywa sie

10



z horyzontem zdarzen.

W przeciwienistwie do horyzontu zdarzeri, horyzont pozorny moze by¢ zlokalizowany w
czasie. Ponadto jego ewolucja jest przyczynowa — wydaje sie wiec naturalnym przypusz-
czaé, ze stowarzyszony z nim prad entropii bedzie rowniez przyczynowy. Z tego wzgledu,
mimo probleméw koncepcyjnych, pojeciu horyzontu pozornego poswiecono wiele uwagi
[49]. Ponadto odgrywa on istotna role w numerycznych obliczeniach ogolnej teorii wzgled-
nosci, gdzie stuzy do przyblizonego okreslenia potozenia horyzontu zdarzen [56]. Podsta-
wowym problemem jest przy tym zalezno$é¢ horyzontu pozornego od foliacji przestrzeni.
W omawianej tu sytuacji interesuje nas Weyl-niezmienniczy horyzont pozorny, ktory oka-
zuje sie by¢ wyznaczony jednoznacznie zarowno w przypadku z tadunkiem jak tez i bez

niego (pokazanie tego faktu nalezy do najbardziej istotnych wynikéw pracy).

W kontekscie powyzszych rozwazan, naturalnym wydaje sie przypuszczenie, ze do-
wolnosci w definicji pradu entropii zwigzane sa z dowolno$ciag wyboru definicji horyzontu,
w oparciu o ktora prad ten liczymy. Gléwnym celem niniejszej pracy jest grawitacyjna
rekonstrukcja pradéw entropii, zwigzanych zaréwno z horyzontem zdarzen, jak tez i hory-
zontem pozornym dla geometrii dualnych do hydrodynamiki z i bez zachowanych pradow
[51]. Do ich wyznaczenia wygodnie jest wykorzysta¢ formute na prad entropii zwigzany z
hiperpowierzchnia horyzontu [54], pozwalajaca na wyznaczenie pradéw odpowiadajacych
horyzontowi zdarzen i horyzontowi pozornemu. Same horyzonty pozorne znajdowane sg
w sposob odmienny od standardowej metody polegajacej na poczatkowym ustaleniu folia-
cji czasoprzestrzeni, a nastepnie §ledzeniu obecnosci powierzchni ztapanych. W opraco-
wanej tu metodzie [50], wykorzystywane sa maksymalnie wlasnosci symetrii konforemnej
przy konstruowaniu kolejnych rzedéw rozwiniecia gradientowego szukanych horyzontow.
Dla geometrii dualnych do hydrodynamiki z zachowanym adunkiem sprawdzono przy
okazji poprawnos¢ formuty [54], poréwnujac wyniki z czysto hydrodynamicznym podej-
Sciem przedstawionym w [40J]

W przypadku bez zachowanych tadunkéw, prad entropii zwiazany z horyzontem zda-

rzen i horyzontem pozornym réznig sie wspotczynnikiem w jednym wyrazie. Roéznica

2Formula ta jest oczywiscie poprawna dla geometrii dualnej do hydrodynamiki bez zachowanych

tadunkow.
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ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE

ta odpowiada doktadnie jednoparametrowej swobodzie w dywergencji pradu entropii,
otrzymanego na drodze czysto hydrodynamicznej przez Romatschke [45]. Z perspektywy
fenomenologicznej definicji hydrodynamicznego pradu entropii nie sposéb rozstrzygnaé,
ktora powierzchnia horyzontu powinna by¢ uzyta. Jednakze przyczynowosé wydaje sie fa-
woryzowaé horyzont pozorny [50, 51]. Sugeruje to, ze brakujacym kryterium ustalajacym
niejednoznacznos$ci w hydrodynamicznej definicji pradu entropii moze by¢ przyczynowosé
ewolucji entropii.

W przypadku geometrii dualnych do hydrodynamiki z zachowanym pradem U(1)
prady entropii zwigzane z horyzontem zdarzen i pozornym réznig sie wspotczynnikami
w dwoch wyrazach. Jak dotad uogolnienie analizy Romatschke [45] nie zostalo jeszcze

wykonane na ten przypadek.

Rachunki sktadajace sie na [50] wykonano uzywajac znakomitego programu Cadabra
[57, 58]. Na potrzeby obliczen stanowiacych tres¢ [37, 5], stworzono pakiet do obliczen

tensorowych w programie Mathematica, opisany w Dodatku [A]

Plan pracy jest nastepujacy. Rozdzial pierwszy zawiera wstepne nakreslenie tematyki
i p6zniejszych probleméw. W rozdziale drugim omawiane sg niektére elementy korespon-
dencji AdS/CFT oraz dualnosci pltynowo-grawitacyjnej. Rozdzial trzeci dotyczy pod-
staw relatywistycznej hydrodynamiki, w tym hydrodynamiki ptynéw konforemnych. W
rozdziale czwartym dyskutujemy horyzonty dynamiczne oraz techniki ich wyznaczania.
W rozdziale pigtym konstruowana jest metryka dualna do pltynéw konforemnych przy
braku dodatkowych (oprocz tensora energii-pedu), zachowanych pradéw. W rozdziale
szOstym znajdowana jest geometria dualna do hydrodynamiki z zachowanym pradem,
ktorego obecnosé po stronie grawitacyjnej dualnosci sygnalizowana jest obecnoscia pola
wektorowego oraz czlonu Cherna-Simonsa. Rozdzial siodmy dotyczy pradéw entropii.
Zaczynajac od formuly na prad entropii znalezionej w [50], wyliczane sa prady dla geo-
metrii znalezionych w rozdziatach poprzednich. Rozdzial 6smy zawiera podsumowanie
wynikow pracy.

Praca uzupelniona jest dodatkami. Dodatek [A] zawiera opis pakietu do obliczen ten-
sorowych, napisanego w celu zrealizowania po6zniejszych obliczen. W Dodatku [B] przed-

stawione sa wspotczynniki funkcyjne metryki i potencjatu wektorowego w drugim rzedzie,

12



dualne do hydrodynamiki z zachowanym pradem. W Dodatku [C] wyznaczone sa pozycje
horyzontow w drugim rzedzie odpowiadajace tej geomerii: rzeczywistego i pozornego,
przy czym ekspansje niezbedne do ustalenia pozycji horyzontu pozornego zawiera Doda-

tek [DI
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Rozdziat 2

Elementy korespondencji AdS/CFT

2.1 D-brany i korespondencja AdS/CFT

Najlepiej zbadana forma korespondencji AdS/CFT jest dualno$é¢é pomiedzy teoriag strun
typu IIB na przestrzeni AdSs x S5, a maksymalnie supersymetryczna teorig N = 4
Yanga-Millsa z grupa cechowania SU(N) [1, 2]. Ponizej przyjrzymy sie zaréwno ogolnym
aspektom tego formalizmu, jak tez i zwigzkom wykorzystanym w poézniejszych rozdzia-

tach.

2.1.1 D-brany: opis w formalizmie strun otwartych

Teoria strun IIB w dziesieciowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego przewiduje ist-
nienie tzw. Dp-bran — obiektéw solitonowych, ktore pojawiaja sie juz na gruncie teorii
klasycznej. Dp-brany{l| sa w istocie konsekwencja spetnienia warunkéw brzegowych Di-
richleta: rozumieé¢ je mozna jako defekty przestrzeni, na ktérych zaczynaja sie i koncza
struny otwarte, a struny zamkniete moga pekaé, przy czym p okredla liczbe kierunkow
przestrzenych brany [27]. Uwzgledniajac obecnosé Dp-bran, po kwantyzacji otrzymu-
jemy widmo strun otwartych, reprezentujace fluktuacje Dp-bran. Widmo to zawiera
skoniczong liczbe modéw bezmasowych i nieskoriczong ilo$¢é masowych, o masach rzedu

1/ls. W granicy niskich energii ograniczy¢ sie mozna do najlzejszych wzbudzen bezma-

LA takze ogolnie, p-brany.
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sowych. Dla pojedynczej Dp-brany, w widmie tym znajdziemy abelowe pole cechowania
Au(z) (p=0,...9), 9—p pol skalarnych ¢ oraz ich supersymetryczne odpowiedniki. Pola
skalarne ¢ zinterpretowa¢ mozna jako bozony Goldstone’a zwigzane z lamaniem symetrii
translacyjnej na 9 — p kierunkach transwersalnych. Opisuja one deformacje powierzchni
brany oraz jej ruch [27, [5].

Rozwazmy teraz uktad N potozonych blisko siebie, réwnolegtych D-branP} Poniewaz
konce strun otwartych nie musza byé¢ zakotwiczone na jednej i tej samej branie, struny
moga rozposcieraé sie rowniez w przestrzeni pomiedzy nimi. Konsekwencja tego faktu
jest pojawienie sie¢ w widmie pola cechowania (A4,)¢, a,b =1... N, indeksowanego wspot-
czynnikami a, b numerujacymi pozycje D-bran, do ktoérych przyczepione sa struny. Mody
bezmasowe odpowiadaja a = b, tj. sytuacji w ktorej oba korice struny znajduja sie na
tej samej branie, podczas gdy mody masowe zwigzane sg ze strunami przyczepionymi do
roznych bran (a # b). Ich masa proporcjonalna jest do odlegtosci pomiedzy branami. W
granicy gdy odlegtos¢ pomiedzy D-branami dazy do zera brany pokrywaja sie, a w widmie
najnizszych energii znajdziemy multiplet U (V) pdl cechowania oraz 9 — p pél skalarnych
w reprezentacji dotaczonej. W ten sposoéb dochodzimy do wniosku, ze niskoenergetyczne
wzbudzenia D-bran powinny by¢ opisane nieabelowa teoria pola z cechowaniem [27, 5] [4].
W szczegolnosci, dla uktadu D3-bran widmo tej teorii zawiera pole cechowania A,,, szes¢
skalar6w ¢° oraz cztery fermiony Weyla (wymagane przez supersymetrie) — wszystkie w
reprezentacji dotaczonej U(N).

Bozonowa cze$é¢ gestosci Lagrangianu w dziataniu efektywnym moze by¢ przedsta-

wiona jako [5[]

L= —% GFWFW + %DMD%Z‘ + (¢, W]Q) (2.1)

Wzbudzenia podgrupy U(1) opisuja ruch $rodka masy brany i odsprzegaja sie od pozo-
staltych modow zadanych przez SU(N). Lagrangian (2.1)) opisuje bozonows czes¢ N = 4
supersymetrycznej teorii Yanga-Millsa w czterech wymiarach z grupa cechowania SU(N),

przy czym stala sprzezenia gy s zwiazana jest ze stata sprzezenia w teorii strun g, zalez-

?Dla wygody,w toku dalszych rozwazan bedziemy czesto pomijaé¢ indeks p
3Doktadniej (2.1) jest najogélniejszym, renormalizowalnym, maksymalnie supersymetrycznym La-

grangianem
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noscig

g?/M = 4dmgs. (2.2)

Granica duzego N

Teoria Yanga-Millsa z grupa cechowania SU(N') moze by¢ istotnie uproszczona w granicy
w ktorej N > 1 tzn. w tzw. granicy t’Hoofta [59]. W przypadku opartej na SU(3) QCD,
wziecie tej granicy jest tozsame ze zwiekszeniem liczny kolorow kwarkow.

Na wstepie potraktujmy N jako parametr i przyjrzyjmy sie rozwinieciom fizycznych

wielkosci w 1/N. Dla ustalenia uwagi rozwazmy FEuklidesowa sume statystyczna

1
7 = /DAM exp (_4g2 /d4xtrF2) . (2.3)
YM

Wprowadzajac staly sprzezenia t’Hoofta

Ai= giy N, (2.4)

otrzymujemy amplitude préznia-proznia [5] postaci
— o 1
InZ = ZNz f(N) = N2fo(N) + f1(\) + me(A) + .. (2.5)
h=0

W ostatnim wzorze f;() sa funkcjami tylko i wytacznie stalej t'Hoofta. Dodatkowo, w
granicy duzego N, wktady reprezentujace poprawki wyzszych rzedéw, sa ttumione przez
wysokie potegi N w mianownikach. Z podobna sytuacja mamy do czynienia w przypadku
rozwiniecia perturbacyjnego teorii strun zamknietych. Amplituda préznia-proéznia moze
by¢ przedstawiona jako [5]

1

2+ Ae) + G2 (o) + ... (2.6)

A = ng2hf2Fh(a/> _
h=0

Porownujac ((2.5)) i (2.6) mozna wywnioskowaé, ze stala g, w rozwinieciu perturbacyjnym
teorii strun zwiazana jest z N relacja

1

o~ 92,
9~ (2.7)

Widzimy zatem, ze w sytuacji gdy N jest duze, mozemy zaniedba¢ poprawki strunowe

w dziataniu efektywnym.
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2.1.2 D-brany: opis w formalizmie strun zamknietych

W poprzedniej sekcji opisaliSmy D-brany jako obiekty, na ktoérych koricza sie struny
otwarte. Sa one masywne: ich masa na jednostke p-objetosci skaluje sie jak 1/g;. W
granicy g, — 0 staja sie wiec one nieskonczenie ciezkid!] a ich wzbudzenia efektywnie
odprzegaja sie z widma [4]. Jak kazdy obiekt obdarzony masa, D-brany sa rowniez
zrodlem pola grawitacyjnego. Rozwigzaniem réwnarn ruchu wynikajacych z dziatania
teorii supergrawitacji IIB, dla uktadu N réwnoleglych D-bran, jest nastepujaca metryka
[60, 5]

3
ds? = H'2(r) (—dt2 +) dx?) + HY2(r) (dr? + r2dQ3) (2.8)
=1
gdzie
L4
H(r)=1+ e L* = 47g,NI2, (2.9)

natomiast L jest parametrem skali — promieniem okreslajacym oddzialywania grawita-

cyjne bran. Dodatkowo otrzymujemy

Fs) = (1+ x)dtdedydzdH ™, (2.10)

g5 = ¢°. (2.11)

Rezultat opisuje geometrie uktadu ekstremalnych D3-bran o zerowej temperaturze,
przy czym horyzont zdarzen zlokalizowany jest w » = 0. Poniewaz xFj; = Fj, forma ta
jest samosprzezona (sprzega sie jednoczesnie elektrycznie i magnetycznie do D3 brany).
Ladunek Ramonda-Ramonda dany jest catka z F5 i jest rowny co do wartosci N. Obec-
no$¢ zachowanego tadunku gwarantuje, ze rozwiazanie postaci D3-brany jest stabilne
[27].

Rozwazmy teraz przypadki graniczne odpowiadajace stabym (r > L) i silnym (r <
L) polom grawitacyjnym [4]. Dla duzych r, z daleka od brany H(z) — 1, w zwiazku z
czym metryka (2.8]) redukuje sie do metryki ptaskiej czasoprzestrzeni

3
ds? = —dt* + ) da? + dr® + r?dQ2. (2.12)

=1

4W tym sensie, ze masa na jednostke objetosci jest nieskonczenie duza.
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7Z drugiej strony, w poblizu horyzontu, tzn. w granicy r» — 0, mamy H(r) — L*/r% w

zwiazku z czym (2.8]) daje sie przepisaé¢ jako

ds? ( dt? + Z da? ) (dr? + r2dQ2) . (2.13)

Definiujac z = L?/r przepisujemy ([2.13)) jako
ds® ( de? + Z d’ ) L 4 a0z (2.14)

Daleko od horyzontu brany czasoprzestrzen jest wiec ptaska czasoprzestrzenia Minkow-
skiego, natomiast w jego poblizu przybiera postaé przestrzeni AdSs x S5. Zauwazmy, ze

w metryce (2.14]) L jest promieniem AdS oraz wyznacza promien pieciowymiarowej sfery.

2.1.3 Dualno$é holograficzna

Jak zobaczyliSmy, D-brany maja dwa komplementarne opisy: opis w terminach strun
otwartych, w ktérym sa one traktowane jako hiperpowierzchnie w ptaskiej czasoprze-
strzeni na ktorych koncza sie struny oraz opis w terminach strun zamknietych, w ktérym
bierzemy pod uwage wytwarzane przez nie pole grawitacyjne. Rozwazmy teraz granice
niskich energii. Daleko od brany, w rejonie w ktérym czasoprzestrzen jest w przyblizeniu
czasoprzestrzenia Minkowskiego, w granicy niskich energii powinnismy bra¢ pod uwage
jedynie bezmasowe mody supermultipletu grawitonowego [4]. Poniewaz stala sprzeze-
nia oddziatywar jest proporcjonalna do iloczynu (dziesieciowymiarowej) stalej grawitacji
i 6smej potegi energii [5], w granicy niskich energii mody te odsprzegaja sie od pozo-
statych. Mody te, bedace masywnymi wzbudzeniami w widmie strun zamknietych, w
miare jak przesuwamy sie¢ w kierunku brany, tzn. w granicy r — 0, staja sie coraz
bardziej przesunicte ku czerwieni z punktu widzenia obszaru asymptotycznego. Nisko-
energetyczne wzbudzenia lokalizujemy wiec w poblizu horyzontu, wokot ktorego metryka
przybiera postac .

Jak pamietamy, granica niskoenergetyczna w widmie strun otwartych zakonczonych
na D-branach, odpowiadata wzieciu pod uwage bezmasowych wzbudzen tychze strun.

Efektywnie prowadzilo to do supersymetrycznej teorii Yanga-Millsa z grupa cechowania
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SU(N). Jednakze poniewaz opisujemy na dwa rézne sposoby jeden i ten sam uktad
D-bran, oba obrazy powinny by¢ sobie rownowazne. Wynika stad, ze powinna istnie¢
dualno$é miedzy teoria strun typu IIB na przestrzeni AdSs; x S5, a supersymetryczng,
konforemna teoria Yanga-Millsa. Poniewaz w wickszosci przypadkow dokonujac redukceji
Kaluzy-Kleina w opisie grawitacyjnym mozemy pomingé¢ pieciowymiarows S5, dualnosé
ta czesto wyrazana jest jako korespondencja pomiedzy pieciowymiarowa teoria grawitacjji
w AdS, a czterowymiarowa teorig pola na jej (konforemnym) brzegu. Ostatni fakt jest
przykltadem realizacji zasady holograficznej [61],62], mamy tutaj odpowiednio$¢ pomiedzy
teorig grawitacji w efektywnie o jeden wiecej wymiarowe]j czasoprzestrzeni, a teorig bez
grawitacji na jej brzegu.

Dwa opisy D-bran sa uzyteczne dla okreslonych wartosci parametrow gsﬂi N [4,5]. W
sytuacji gdy g;N < 1z (2.9) widzimy, ze L < I, tzn. promien charakteryzujacy oddzia-
lywania grawitacyjne bran staje si¢ znacznie mniejszy od parametru skali w teorii strun.
Oznacza to, ze czasoprzestrzen jest niemal plaska wszedzie za wyjatkiem obszaru bardzo
bliskiego branie. W obszarze tym mamy do czynienia z odzialywaniami strun zamknie-
tych, do ktoérych opisu, z uwagi na silne pole grawitacyjne przyblizenie supergrawitacyjne
przestaje sie stosowac. Z tego tez powodu opis uktadu D-bran w jezyku strun zamknie-
tych nie jest w tym przypadku uzyteczny. 7 drugiej strony dla g;N > 1 znajdujemy
L >, co implikuje, ze geometria jest stabo zakrzywiona. Opis w teorii strun zamknie-
tych moze by¢ zatem znaczaco uproszczony (rozwazamy stabe pole grawitacyjne). W
praktyce usprawiedliwia to podejscie efektywne poprzez teorie supergrawitacji, a nawet
ogoblnej teorii wzglednosci. Rownocze$nie jednak podejscie bazujace na ukltadzie strun
otwartych przestaje by¢ uzyteczne. Drzieje sie tak z uwagi na fakt, iz g,V rzadzi staly
sprzezenia w poprawkach petlowych do teorii Yanga-Millsa. W przypadku g;/NV > 1 stata
ta jest duza co implikuje, ze teoria staje sie nieperturbacyjna.

Z powyzszych przykladow wynika wazna cecha korespondencji AdS/CFT: stabo-
sprzezona teoria Yanga-Millsa odpowiada silnie sprzezonej teorii strun w AdS X Ss.
Odwrotnie, silnie sprzezona teoria pola na brzegu odpowiada semiklasycznej teorii gra-

witacji w efektywnie pieciowymiarowej czasoprzestrzeni. W ten sposob formalizm zadaje

SPamietamy przy tym, ze z ([2.11)) wynika, ze g, jest parametrem zwigzanym z dylatonem.
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niezwykle przydatne narzedzie do badania klasy nieperturbacyjnych teorii pola, ktorych

aspekty ttumacza si¢ na dualne holograficzne teorie grawitacji.

2.2  Funkcje korelacji

Dyskutujac opis uktadu czarnych bran podalismy ogoélne przestanki za tym, ze
supersymetryczna teoria Yanga Millsa powinna by¢ dualna do teorii strun I1B. Istnienie
korespondencji umozliwia holograficzny opis jednej teorii w ramach drugiej. Aby jednakze
opis taki stal sie mozliwy, nalezy podac ,stownik” ttumaczacy odpowiednie terminy.
Ponizej przedyskutujemy pewne najistotniejsze jego elementy. Dla zachowania ogol-
noéci, w toku dalszej analizy przyjmiemy, ze brzegowa teoria pola jest d-wymiarowsa
konforemna teoria cechowania, dualna do efektywnie d + 1 wymiarowej teorii grawitacji.
Zacznijmy od tego, ze z widzimy, iz stata g, nie jest parametrem swobodnym teorii
lecz dana jest przez wartos¢ oczekiwana dylatonu. Ta z kolei jest w ogolnosci funkcja
wspotrzednych czasoprzestrzeni. Funkcje te mozemy uczynié¢ stalg, biorac pod uwage
asymptotyczne zachowanie w nieskoniczonosci g, = e?~. W tym sensie g, pelni role stalej
sprzezenia w teorii strun. Zauwazmy nastepnie, ze zgodnie z tym co powiedzieliSmy o
czasoprzestrzeni przy powierzchni brany, warto$é brzegowa ¢ zwiazana jest z brzegiem
0AdS. Wynika stad, ze kazde zaburzenie teorii pola generowane zmiana stalej sprzezenia,
skutkuje zmiang wartosci brzegowych pol dualnej teorii grawitacji. Zgodnie z propozycja
dang przez [3] 63], za punkt startowy w poszukiwaniach wymaganych relacji dualnosei,

moze postuzyé¢ formuta nastepujaca taczaca funkcje korelacji

Zopr[0(2)] = Zstring[Ploaas], (2.15)

przy czym ® = ®(x, z) dla z = 1/r (r jest kierunkiem radialnym od powierzchni brany)
jest polem w d + 1 wymiarowe]j przestrzeni, natomiast ¢(x) d-wymiarowym operatorem
dualnym do niego. Wyobrazmy sobie nastepnie, ze modyfikujemy dziatanie po stronie

teorii pola, dodajac do niego skalarny czton ze zrodlem ¢(x)

dery — dery + /dd$¢(l‘)0($), (216)
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gdzie O jest pewnym lokalnym operatorem. W mysl (2.15)) powinna istnie¢ relacja po-
miedzy brzegowa wartoscig ®|gaqs, a ¢(x). Odwotujac sie do przyktadu z dylatonem, w

ktorym wartosé g, byta dana poprzez e®><, mozemy przyjac
B(x) = Ploaas(x) = lim B(x, 2). (2.17)

Nalezy jednakze zaznaczy¢, ze (2.17)) jest poprawny jedynie dla bezmasowego ® — w przy-
padku masywnym sytuacja nieznacznie komplikuje sie. Prawa strona (2.15)) upraszcza
sie jednakze w granicy klasycznej, w ktorej teoria strun jest stabo sprzezona. Uzywajac

przyblizenia punktu siodtowego dostajemy
Zstring ~ exp (™" [@"]) | (2.18)

gdzie S"[®F] jest zrenormalizowanym (wyjasnimy to za chwile), klasycznym dziala-
niem pojawiajacym si¢ na gruncie teorii supergrawitacji i okreslonym na rozwigzaniach
klasycznych réwnan ruchu ®#)(z, z). Koniecznosé renormalizacji wiagze sie z tym, ze
dzialanie jest osobliwe na brzegu, tj. w granicy z — 0.

Funkcje ®¥)(x, 2) sa rozwigzaniami masywnego rownania Kleina-Gordona w AdSy 1
o sygnaturze Euklidesowe] H Roéwnanie to ma dwa rozwiazania, ktore dla z — 0 zacho-

wuja sie jak 272 i 22, przy czym

2
A= g + dz + LAm? (2.19)

(L jest promieniem AdS). Dalej mozna pokazaé, ze uogodlnieniem ([2.17) na przypadek
masywnego pola jest

o(x) = lim 22740 (2, 2). (2.20)

20

Powyzsze rownanie stanowi przyktad zwiazkéw pomiedzy polami w AdS a lokalnymi
oparatorami na brzegu. Wazna i najlepiej poznana klase tych dualnosci stanowia relacje
pomiedzy operatorami reprezentujacymi prady globalnych symetrii [5], a ich dualnymi
odpowiednikami w teorii grawitacji. Przyktadowo, rozwazmy jako Zréodto potencjal wek-

torowy A,, odpowiadajacy zachowanej symetrii U(1). Wielkos¢ skalarna, zadajaca w mysl

SW tym sensie, ze standardowo zamieniamy czasows wspohrzedna t — it.
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(2.16) poprawke skalarng do dzialania, otrzymamy sprzegajac A,, do zachowanego pradu
JH:
Sbdry — Sbdry + /ddxAu(x)J“(x). (2.21)

Przywotujac (2.17) mozemy zinterpretowaé d-wymiarowe A,(z) jako wartos¢ brzegows
d + l-wymiarowego pola cechowania w ,peinej” przestrzeni A,(z,z). W analogiczny

sposob metryka sprzega sie do tensora energii-pedu

dery — dery + /ddxgm/(x)Tuy('r)? (222)

przy czym wartos¢ brzegowa d + 1 wymiarowej metryki interpretujemy jako zZrédio dla
zachowanego TH.

Majac S™"[®F], mozemy wyznaczy¢ funkcje korelacji. Z (2.16) wynika, ze wartosé
oczekiwana (O(x)), zadana jest poprzez pochodng funkcjonalna dziatania Spg,. Powyz-

sza reguta uogoélnia sie na przypadek ogdlniejszych korelatorow

(O(r).-Ow,) = - ng)"g (x]n) (2.23)

W niniejszej pracy ograniczymy si¢ do funkcji jednopunktowych

(O()) = (SSM—([‘I;] (2.24)

Przyktadowo, tensor energii pedu, ktorego zrodtem w mysl (2.22)) jest metryka mamy

(ren) [ ,(E)
<T’W($)> — lim 05 [gAB]

, (2.25)
z—0 591(4]12

przy czym metryka gap jest metryka przestrzeni asymptotycznie AdS; 1. W identyczny

sposob otrzymacé¢ mozemy zachowany prad

(ren)[ A(E)
(JH(x)) = lim 05T Ay ]

Iy = (2.26)

Pozostaje jeszcze wyjasni¢, w jaki sposob mozemy uzyska¢ znormalizowane dzialanie S™™.
Otrzymywanie odpowiedniej formy gwarantowane jest przez procedure holograficznej re-

normalizacji [64] [65], [66], ktora polega na dodaniu odpowiednich kontreztonow. W celu
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ich znalezienia, a tym samym usuniecia rozbieznosci wprowadza sie obciecie skali, przy-
ktadowo z = e. Niezrenormalizowane dzialanie mozna nastepnie przedstawi¢ w postaci
sumy

S[®, ¢] = S™[D, ] + S«"[D, ] (2.27)
przy czym S%[e] oznacza cze$é rozbiezna, a S¢"[e] zbiezna w granicy € — 0. Czesé

rozbiezna moze by¢ nastepnie usunieta poprzez dodanie cztonu brzegowego
AS = —S"[D|,_g, €], (2.28)

tak, ze ostatecznie

Glren) — lim (S[®, €] + AS). (2.29)

2.3 Stany termiczne, hydrodynamiczne i nierbwnowa-

gowe

W poprzednich paragrafach nakreslilismy istotne elementy korespondencji AdS/CFT na
przyktadzie dualnosci pomiedzy supersymetryczng teoria Yanga-Millsa, a teorig super-
grawitacji [IB, przy czym opisane rozwiazania odpowiadaly przypadkowi o zerowej tem-
peraturze. Dualno$¢ AdS/CFT jest jednak duzo bardziej ogdlna: taczy ona peing teorie
strun z efektywnie o jeden wymiar mniejsza teoria pola na brzegu. Wykorzystujac ja

mozliwy jest opis zarowno stanéw termicznych, jak tez i nieréwnowagowych.

2.3.1 Wlasnosci termiczne rozwigzan z horyzontem

Waznym odkryciem zwiazanym z fizyka czarnych dziur jest kwantowo-mechaniczny pro-
ces Hawkinga [67), [68], w wyniku ktoérego czarne dziury emituja promieniowanie podobnie
jak ciato doskonale czarne o okreslonej temperaturze 7. Co wiecej wlasnosci (statycz-
nych) czarnych dziur, zwiazane z faktem istnienia horyzontu, daja sie wyrazi¢ w jezyku
praw termodynamiki [47, 69, 70} [67, 68]. Przyktadowo, dla czarnej dziury Schwarzchilda,
entropia Bekensteina-Hawkinga jest proporcjonalna do powierzchni horyzontu zdarzen
[47, 69, [70]

=1 (2.30)
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W istocie definicje entropii oprze¢ mozna o dowolna hiperpowierzchnie, spelniajaca twier-
dzenie o przyroscie pola powierzchni, taka jak horyzont pozorny [49], bedacy przedsta-
wicielem szerszej klasy tzw. horyzontéw kwazi-lokalnych. W przypadku statycznych
czarnych dziur wszystkie one pokrywaja sie z horyzontem zdarzen, zatem entropia jest
jednoznacznie okreslona.

Uzytecznym narzedziem do znajdowania wielkosci termodynamicznych zwigzanych
z czarnymi dziurami, jest formalizm calek po trajektoriach w przestrzeni Euklidesowej,
otrzymanej poprzez zastapienie wspotrzednej czasowej t — it [71, 63]. W formalizmie
tym, temperature Hawkinga czarnej dziury znalez¢é mozna identyfikujac okres euklide-
sowej wspotrzednej czasowej — temperatura jest réwna odwrotnosci tego okresu. Sama
okresowo$¢ wymagana jest natomiast przez warunek regularnosci na horyzoncie w prze-
strzeni euklidesowej. Stosujac przyblizenie punktu siodlowego i uwzgledniajac fakt, iz
dominujacy wktad do sumy statystycznej pochodzi od metryki bedacej rozwiazaniem

klasycznych réwnan ruchu, sume statystyczna przyblizyé mozna jako
Z = /Dgesf? ~ e %, (2.31)

gdzie S, jest dzialaniem grawitacyjnym w przestrzeni Euklidesowe;.

Majac (22.31]), mozemy znalezé energie swobodna F': SF = —1In Z. Entropia wynosi

)
S = 5 (T 2). (2.32)

Dla metryki Schwarzchilda, stosujac powyzszy rachunek otrzymujemy temperature

1
T —
STGM

(2.33)

i entropie dang przez ([2.30)).

2.3.2 Czarna dziura RNadS i czarna brana o niezerowej tempe-

raturze

Poniewaz stany termiczne po stronie grawitacyjnej korespondencji AdS/CFT reprezento-
wane sg przez rozwiagzania z obecnoscia horyzontu, warto w tym miejscu przedyskutowaé

pewne ogdlne cechy rozwiagzan opisujacych czarne dziury w przestrzeni AdS.
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Rozwazmy dziatanie grawitacyjne z ujemna stata kosmologiczna i cztonem z polem

elektromagnetycznym

1 dd—1
d82 = —m /dd+1$\/—_9 (R — F? + %) ) (234>

gdzie R jest skalarem Ricciego, Flyp tensorem pola elektromagnetycznego, natomiast L
oznacza skale charakterystyczna zwiazana ze stala kosmologiczna A = —d(d — 1)/L>.
Rozwiazaniem rownan ruchu wynikajacych z , jest metryka opisujaca natadowang
czarng dziure w AdS, tzw czarna dziure RNadS [34]:

2

ds* = =V (r)dt* + A

2402 . 2.
V) +r2dQ5_ (2.35)

W powyzszym wzorze Q2 | oznacza metryke d — 1 wymiarowej, jednostkowej sfery, na-

tomiast V' (r) wynosi
2 2
m q r
Vi) =1~ a2 T aaa T

(2.36)

Parametr m i ¢ w (2.35) zwigzane sa z masa ADM czarnej dziury M i jej tadunkiem

relacjami
B (d — 1)wd,1
Moo= Ly, (2.37)
Q = 29 Hd-1)d-2) (2.38)
8rG ’

gdzie wqyq jest objetoscia jednostkowej d — 1-sfery. Pozycja horyzontow zdarzen (we-
wnetrznego i zewnetrznego) dana jest rownaniem V(r) = 0. W szczegdlnosci, horyzont
zewnetrzny r, jest najwickszym dodatnim pierwiastkiem tego réwnania. Horyzont ten
jest nieosobliwy o ile

%27&6” + L3 > L2 (2.39)
Nieréwnosé (7.6) narzuca wiaz na parametr m uzalezniajac jego warto$¢ minimalng od
wartosci ¢ i L: m > m.(q,L). W granicy ekstremalnej m = m.(q, L), a oba horyzonty
pokrywaja sie. Jednakze, w przypadku teorii supersymetrycznej zamiast relacji m >
me(q, L) mamy wymog m > 2q, przy czym rozwiazanie m = 2q odpowiada stanowi BPS.
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze masa ekstremalna m, jest (dla skoniczonych L) zawsze wieksza

od 2q. 7 tego tez powodu rozwiazanie ekstremalne nie jest supersymetryczne.
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Z punktu widzenia korespondencji AdS/CFT interesujacy jest przypadek graniczny,
w ktorym konforemnym brzegiem czasoprzestrzeni jest R zamiast R x 471, Odpowiada
to tzw. ,granicy nieskonczonej objetosci”. W tym celu przeskalujmy r,t,m,q o potegi

bezwymiarowego parametru « [34]
r— ol t—a VY% om—am, ¢— oV (2.40)

i rownoczesnie przeskalujmy

d—1
L2AQG = o) “dal. (2.41)

=1

W granicy o — oo metryka (2.35) przybiera postaé

2 2 1,2 2 d-1
s T o L dr r 9
ds* = —ﬁH(T)dt + T—zm + 12 deia (2.42)
przy czym
mLQ q2L2
H(r)y=1- - + o7 (2.43)

Powyzsza metryka opisuje rozwigzanie natadowanej czarnej brany o niezerowej tempe-

raturze. Latwo sprawdzi¢, ze w granicy m — 0, ¢ — 0 metryka (2.42) redukuje si¢ do
metryki ,czystego” AdS (2.13)).

2.4 Dualno$é¢ plynowo-grawitacyjna

Dotychczas dyskutowalismy ogoélne zwigzki pomiedzy konforemna teorig Yanga-Millsa z
grupg cechowania SU(N), a teoria strun I[IB. W przyblizeniu hydrodynamicznym, silnie
sprzezona teoria Yanga-Millsa jest dualna do semiklasycznej teorii grawitacji. W szcze-
gblnosci, istnieja zwiazki pomiedzy relatywistycznym réwnaniem Naviera-Stokesa, a row-
naniami wynikajacymi z zachowania holograficznego tensora energii-pedu w przestrzeni
o wiekszym wymiarze. Podobnie, hydrodynamiczne réwnania zachowanych pradéw maja
swe grawitacyjne odpowiedniki. Korespondencja ta nosi nazwe dualnosci pltynowo gra-
witacyjnej [25].

Przyktadowo, przywotujac (2.25)) widzimy, ze metryka bedaca rozwigzaniem réwnan

grawitacji, jest Zzrodtem dla tensora-energii pedu silnie sprzezonej teorii Yanga-Millsa na
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brzegu. Roéwnania wyrazajace jego prawa zachowania, maja zatem interpretacje rownan
hydrodynamiki.

Warto w tym momencie nadmienié¢, iz relatywistyczna hydrodynamika jest efektyw-
nym opisem dowolnej teorii kwantowej z oddzialywaniem w sytuacji, gdy odstepstwa ze
stanu rownowagi sa dostatecznie male. Kluczowym jest w tym miejscu fakt, iz mozemy
uwazaé uktad za bliski rownowadze, w ktorej jest w stanie ptynu doskonatego. Bliskosé
oznacza rowniez, ze wszelkie poprawki reprezentujace odstepstwa od tego stanu, zwigzane
7 procesami transportu, sa dostatecznie mald’| Przykladowo tensor energii-pedu wyraza
sie jako suma nastepujacych wktadow: tensora energii-pedu dla ptynu doskonatego oraz
tensoréw wnoszacych wktady dyssypacyjne. Wszystkie one daja sie skonstruowaé¢ w po-
staci szeregow rozwinie¢ gradientowych, przy pomocy formalizmu AdS/CFT z dualnej
geometrii.

W tym miejscu zadaé¢ mozna pytanie o zbieznosé tak skonstruowanego szeregu. W
pracy [43] pokazano, studiujac numerycznie wysokie rzedy rozwinie¢ gradientowych ten-
sora energii-pedu dla przeptywu Bjorkena, ze w istotnie szereg rozwinie¢ gradientowych
ma zerowy promien zbieznosci. Dalej okazuje sie, ze wychodzac z arbitralnych warunkow
poczatkowych, dalekich od stanu réwnowagi, po krétkim czasie uktad mozna juz opi-
sywaé¢ w jezyku hydrodynamiki. Usprawiedliwia to przyblizenie hydrodynamiczne jako
uzyteczng metode modelowania skomplikowanych, silnie oddziatujacych uktadow.

W przypadku silnie sprzezonej teorii Yanga-Millsa, w granicy duzego N w przyblize-
niu hydrodynamicznym, wartosci tensora energii-pedu czy zachowanych pradéw mozemy
otrzyma¢ z réwnan klasycznej, ogélnej teorii wzglednosci. Jednym z gléwnych celow
niniejszej pracy bedzie grawitacyjna rekonstrukcja podstawowych wielkosci hydrodyna-

micznych, dla teorii dualnych do hydrodynamiki z i bez zachowanych pradow.

"Zakladamy tutaj dodatkowo, ze wplyw niehydrodynamicznych stopni swobody jest zaniedbywalny.
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Rozdzial 3

Elementy relatywistyczne]

hydrodynamiki

3.1 Plyny relatywistyczne

Zgodnie z (2.1.3), relatywistyczna hydrodynamika jest dobrym przyblizeniem uktadow
kwantowych w sytuacji, gdy ograniczamy si¢ do skal znacznie wickszych od $redniej
drogi swobodnej zwiazanej z oddzialywaniem. W tym przypadku mozemy zaniedbac
szczegoty skomplikowanej natury oddziatywan, zastepujac go fenomenologicznym opisem
hydrodynamiki relatywistycznego ptynu. Réwnania hydrodynamiki otrzymujemy z praw
zachowania tensora energii-pedu 7" oraz ewentualnych, zachowanych pradow J [8] [10]:

v, T" =0, (3.1)

Vv, Ji =0, (3.2)
przy czym indeks I odnosi sie do wielkosci zachowanej, stowarzyszonej z pradem J/'. Dla
uktadow bliskich stanowi réwnowagi ogélna postaé wielkosci hydrodynamicznych przed-
stawi¢ mozna w postaci szeregéw rozwinie¢ perturbacyjnych, w ktorym wiodacy wkiad
zerowego rzedu odpowiada stanowi globalnej rownowagi termodynamicznej, natomiast
cztony kolejnych rzedéw reprezentuja procesy dyssypacyjne.

Czton zerowego rzedu odpowiada przypadkowi ptynu doskonatego. W ogoélnosci uktad

scharakteryzowany jest przez nastepujace wielkosci hydrodynamiczne: lokalna tempera-
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ture T', cisnienie p, gestos¢ energii p, wektor czteropredkosci zwiazany z elementem plynu
u,, oraz ewentualne dodatkowe, tadunki ¢; i potencjaty chemiczne pi;. Wektor czteropred-

ko$ci unormowany jest w standardowy sposob
utu, = —1. (3.3)

Wyobrazmy sobie nastepnie, ze nieznacznie zaburzamy uktad ze stanu rownowagi. Po-
mimo, ze uktad jako calos¢ nie jest w stanie réwnowagi, ze wzgledu na to, ze zaburzenie
jest niewielkie, zidentyfikowa¢ mozna rejony (domeny), na ktoérych osiagany jest stan
lokalnej rownowagi termodynamicznej [10]. Dzieki temu na domenach tych mozemy zde-
finiowa¢ wartosci wielkosci termodynamicznych. Fakt iz odstepstwo od stanu rownowagi
jest niewielkie implikuje, ze zmiana ich wartosci dla sgsiednich domen jest réwniez mala.
W ten sposéb funkcje termodynamiczne promowane sa do zaleznych od wspotrzednych,
wolnozmiennych poél hydrodynamicznych. Wolnozmiennosé oznacza réwniez, iz ich po-
chodne sa male w poréwnaniu do skali wyznaczanej przez typowy zasieg oddzialywan

teorii. Przyktadowo, dla gestosci energii p, mamy
0p] < p/A. (3.4)

W ten sposdb pochodna danej wielkosci jest mala pierwszego rzedu w poréwnaniu z
sama wielkoscia; drugie pochodne zadaja male drugiego rzedu itd. Formalizm rozwinie¢
gradientowych daje prosta i systematyczna metode konstrukeji wielkosci zachowanych:
mianowicie wypisujemy wszystkie mozliwe cztony, ktére mozna zgodnie z dang symetrig
skonstruowaé¢ z pochodnych podstawowych wielko$ci hydrodynamicznych do zadanego
rzedu wlacznie, a nastepnie budujemy szukanag wielko$¢ jako kombinacje takich czlo-
now. Wspodtezynniki pojawiajace sie w tej kombinacji od pierwszego rzedu wiacznie sg
wspolezynnikami transportu, zwiazanymi z procesami dyssypacyjnymi [10]. Przykta-
dowo, tensor energii-pedu do pierwszego rzedu zbudowany jest z wszystkich mozliwych
symetrycznych tensorow zawierajacych nie wiecej niz jedna pochodna. Majac T"" oraz
Jt mozna wypisa¢ rownania hydrodynamiki (3-2), a nastepnie wyprowadzi¢ rowna-
nie stanu. Rownanie to taczy wielkosci intensywne p, T' i u; z czteropredkoscia u, oraz

wielko$ciami ekstensywnymi: lokalna gestoscia energii p i zachowanymi tadunkami ¢;.
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Obok T i J! uzyteczna wielkoscia jest prad entropii S* [8] (zob. takze [50, 44]),
bedacym uogélnieniem pojecia entropii na przypadek stanéw nieréwnowagowych. Prad
ten definiujemy zadajac, by w stanie rownowagi termodynamicznej jego zerowa sktadowa
w uktadzie wspotporuszajacym sie z elementem plynu reprodukowata gesto$é entropii s
oraz by dywergencja pradu entropii, okreslona na rozwiazaniach réwnan hydrodynamiki,
byla nieujemna.

Przyjrzymy sie teraz konstrukcji 7", J* oraz S* dla uktadu w rozwinieciu gradien-
towym. Niech T(‘g)' oznacza tensor energii-pedu w zerowym rzedzie co odpowiada przy-
padkowi ptynu doskonatego. Tensor ten sparametryzowany jest przez dwie wielkosci: p i
p 1 wynosi

Tiyy = put'n” + p(R*™ + uu”). (3.5)

W powyzszym wzorze h*” oznacza metryke. UzyliSmy tego symbolu ze wzgledu na fakt
iz gap zarezerwowane bedzie dla d + 1-wymiarowej metryki przestrzeni dualnej, ktorej
odpowiada¢ bedzie d-wymiarowa metryka tta dla teorii pola h,,. W celu uproszczenia
poZniejszego rachunku, wygodnie jest w tym miejscu zdefiniowa¢ projektor na kierunki

transwersalne do czteropredkosci
P* = A + utu. (3.6)
Latwo sprawdzié¢, ze

Py, =0, PMP, =Pt Pl=d-1. (3.7)

Uzywajac definicji (3.6)), postaé (3.5)) mozna przepisaé jako
T(yy = pul'u” +pP™. (3.8)

Jesli dodatkowo mamy zachowane tadunki, bedziemy mie¢ réwniez odpowiadajace im,

zachowane prady. W wiodacym rzedzie kazdy z tych pradéow ma postac:
J[/(LO) = qju“. (39)

Zerowe sktadowe czterowektorow pradow reprezentuja gestosci zachowanych tadunkow

w ukladzie wspotporuszajacym sie z elementem ptynu. W analogiczny sposob wktad
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wiodacy do pradu entropii wynosi

Sioy = su”, (3.10)
co implikuje (na mocy V,T(§ = 0)
V.8l = 0. (3.11)

Warto w tym miejscu podkreslié, ze ostatnia rownosé spetniona jest jedynie dla czesci w
zerowym rzedzie Sé{))'
Przyjrzyjmy sie teraz wyzszym rzedom rozwiniecia gradientowego. Dla T+, J# i S*

mamy:

™ = pufu” + pP" + ET(T)’ + € T(‘;l)’ + ... = putu” 4+ pP* 4+ TIM

Jit = QIU“+€JIEL1)+€2 J[é)—i—... ZQIU“‘FT?a

Js' = suf+ €S+ e Sy + (3.12)

Za [10], w powyzszych wzorach oznaczylismy czlony dyssypacyjne w T# i Ji' jako:

vo._ v 2 v
I ._eT(’;)Jre T(’;)Jr...,

T = eJify + € Tify + . (3.13)

W powyzszych wzorach € sa malymi pierwszego rzedu, ktére numeruja poszczegdlne
rzedy rozwiniecia gradientowego. Zakladamy przy tym, ze fluktuacje ze stanu rownowagi
sa na tyle male, ze wprowadzone wyzej szeregi rozwinieé¢ gradientowych sg zbiezne. W
niniejszej pracy ograniczmy sie do drugiego rzedu wlacznie. Wszystkie poprawki zwigzane
z procesami transportu beda konstruowane z pochodnych czteroropredkosci, temperatury
oraz zachowanych tadunkéow.

Budujac T* czy J;* w danym rzedzie wypisujemy wszelkie mozliwe, acz dopuszczone
przez rozwazana symetrie wielkosci, dajace sie skonstruowaé z zadanej (odpowiadajacym
danemu rzedowi) ilosci pochodnych. Dotyczy to rowniez pradu entropii. Z uwagi na to,
ze opisujemy stan nieréwnowagowy, prad ten nie bedzie juz jednak zachowany. Druga

zasada termodynamiki wymaga jednak by, na rozwigzaniach hydrodynamiki
V,Js" > 0. (3.14)
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Pominiemy na razie szczegdty dotyczace konstrukeji pradu entropii w wyzszych rzedach
rozwinigcia gradientowego i rozwazmy ogodlna posta¢ czlonéow dyssypacyjnych w J}' i
T . W przypadku relatywistycznych ptynéw cztony te opisuja zjawiska zwiazane z
transportem energii i pedu. W przypadku ptynu idealnego czteropredkosé u, zostala tak
wybrana, ze w lokalnym uktadzie wspotporuszajacym sie z elementem ptynu, sktadowe
tensora energii-pedu rownolegte do czteropredkosci pozwalaja otrzymacé (lokalng) gestosé
energii. W przypadku efektow zwiazanych z rozpraszaniem energii (pedu), wygodnie
jest przenie$¢ powyzsze warunki na wyzsze rzedy rozwiniecia gradientowego. Wybierajac

uktad Landaua, zaktadamy spetnienie nastepujacych warunkow
" u, =0, YTHu, =0 (3.15)

Innymi stowy w uktadzie Landaua czteropredkosé¢ zdefiniowana jest w ten sposob, ze
poprawki reprezentujace cztony dysypacyjne sa do niej ortogonalne. Majac to na uwadze,

wygodnie jest roztozy¢ pochodne czteropredkosci na czesci podtuzne i transwersalne:
1
Vit = —u*u’Vout 4+ ot + " + FPW' (3.16)
W powyzszym wzorze zdefiniowano
0 = V,u",
v a pvf 1 v
ot = prep V(QUB)——QP“ 5
d—1
wh = PrPYPV | ug) (3.17)
przy czym (...) oraz [...] oznaczaja odpowiednio symetryzacje i antysymetryzacje:
Sta) = Sap + Spa;

Aa) = Aap — Apa (3.18)

Tensory 0" i w" sa odpowiednio symetrycznym i antysymetrycznym, transwersalnym,

bezsladowym tensorem w pierwszym rzedzie:
o =o"" o"u, =0, ol=0,

w = - wu, =0, w/=0. (3.19)
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Aby ograniczy¢ liczbe mozliwych cztonéw, jakie mozna wypisa¢ w danym rzedzie, od-
wotaé¢ si¢ mozna do réwnan hydrodynamiki z rzedu nizszego. Przyktadowo, konstruujac
0g6lna postac Té’; w pierwszym rzedzie, wykorzysta¢ mozna rownania wynikajace z praw
zachowania T (*[‘)')’ iJ 170)- Rownania te wydatnie ograniczaja liczbe mozliwych wktadow w
danym rzedzie.

Majac na uwadze zaprezentowang wtasnie konstrukcje, cztony dyssypacyjne w tenso-

rze energii-pedu w pierwszym rzedzie — H’(Ll"), mozemy przedstawi¢ jako:

I = —2n0™ — COP™, (3.20)

gdzie n 1 ¢ oznaczaja wspolczynniki transportu w pierwszym rzedzie (sa to lepkosci).
Podobnie
Y = R PV, — 3PV, p — Uylk. (3.21)

W powyzszym wzorze [* jest pseudowektorem zbudowanym z pierwszej pochodnej czte-
ropredkosci postac]

po_
l =€

u"D M, (3.22)
natomiast Oj, k;; oraz 7; sa wspotczynnikami transportu. Wspotezynniki <75 sa ma-
cierzami dyfuzji zwiazanej z tadunkiem ¢;, podczas gdy 4 wnosza wklad do pradu J¥
pochodzacy od gestosci tadunku. Analogicznie, w drugim rzedzie w rozwinieciu J/ dojda
wyrazy zbudowane z drugich pochodnych ¢;, p, u, oraz iloczynoéw pierwszych pochod-
nych. Ostatecznie wigc, biorac pod uwage postaci 7" 1 J; w otrzymanych rozwini¢ciach
gradientowych znajdziemy zbioér wspolczynnikoéw transportu, ktore nalezy ustali¢. Jed-

nym z istotniejszych aspektow niniejszej pracy bedzie zrekonstruowanie tych wspotczyn-

nikéw przy uzyciu formalizmu AdS/CFT.

3.2 Plyny konforemne

Rozwazmy supersymetryczna, konforemna N = 4 SYM, okreslong na d-wymiarowej cza-

soprzestrzeni z metryka h . Jak pamietamy, teoria ta jest dualna do supergrawitacji typu

W symbolu catkowicie antysymetrycznym €,p,, wlaczony zostal pierwiastek z wyznacznika metryki

\/—det hy,.
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IIB na przestrzeni AdSs x S°. Wygodnym opisem teorii konforemnie-niezmienniczej jest
tzw. formalizm Weyl-niezmienniczy [29]. W formalizmie tym mozna tatwo konstruowac
wielkosci, ktore transformuja sie jednorodnie pod wplywem transormacji konforemnych.

Metryka h,,, jest przyktadem tensora o wadze Weyla —2. Oznacza to, ze pod wpltywem

transformacji skalowania, przeksztalca sie ona w nastepujacy sposéb
huw — €2 Ny, (3.23)
gdzie ¢(z) - funkcja skalarna. Wykorzystujac warunek unormowania czteropredkosci
hpuu” = -1, (3.24)
latwo pokazac, ze u, ma wage —1, tj.
u, — ey, (3.25)

Dodatkowo, symetria konforemna implikuje nastepujace przeksztatcenia tensora energii-

pedu i zachowanego pradu [29]
T — e~ dEDo@ Iy gy pmwid(@) i (3.26)

Mimo, ze T" oraz J} transformuja si¢ jednorodnie pod wpltywem transformacji Weyla,
same rownania V, 7" = 01V ,J' = 0 maja juz nietrywialne wtasnosci transformacyjne.
Podobnie, pochodna kowariantna czteropredkosci nie przeksztatca sie jednorodnie pod

wplywem transformacji Weyla:
Vo’ =0,u”" + T, Yt — e |V, ut + 0 u’ 05 p — guu’g”? C,gf)]. (3.27)

By uniknaé¢ zwiazanych z tym trudnosci, a takze by uprosci¢ dalszy rachunek, wygodnie
jest wprowadzi¢ koneksje Weyla, ktora za [29] definiujemy jako

0
d—1

Uy, (3.28)

przy czym

0:=V,uu', a,:=u'V,u,. (3.29)
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Koneksja A, nie przeksztalca si¢ jednorodnie pod wplywem transormacji Weyla,
A, — A, + 0,0, (3.30)

dzi¢ki czemu pozwala ona zdefiniowa¢ Weyl-kowariantng pochodng D,,, ktéra ma juz
szczegoblnie proste wlasnosci transformacyjne: pochodna Weyla wielkosci o wadze w, jest
wielkoScig o tej samej wadze. Definiujac D, zgdamy by
Dyhy, =0,
Dyu' =0, u*Dyut =0 (3.31)

Warunki te jednoznacznie zadaja posta¢ pochodnej Weyla o wspomnianych wtasnosciach

transformacyjnych. Dla wielkosci Q% o wadze w mamy

Dy\QY = VaQL +wAQ " +
+ [ A — 04 A, — HANQY T + .
[ A® — 80 A, — S ALQ (3.32)

W terminach ([3.32)) rownania zachowania tensora energii-pedu i pradow przybieraja iden-

tyczna postacé jak w przypadku pochodnej kowariantne;j:
v, " =D, 17" =0, V,J'=D,J"=D0. (3.33)

Przy uzyciu pochodnej Weyla tatwo jest budowaé¢ wielkosci transformujace sie jednorod-
nie pod wptywem przeksztatcen Weyla. Przyktadowo, o, i w,, dane przez (3.17)), mozna
wyrazi¢ jako
1 1
O = §(Duu,, +Dyuy,), wy = §(Dyuy —D,u,) (3.34)
W ich terminach:

Du"=o0+w, — e D, u” (3.35)
Wykorzystujac raz jeszcze definicje pochodnej Weyla, dostaniemy w drugim rzedzie na-
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stepujace wlasnosci transformacyjne [29]
D,D,u* = D, +Dw, — e D, Dyu,
Doy = Voo + Ao, +Aon + Aoy — A%, — hn A%0a, — hux A%0 0
— 6¢DA0M,
Dy = Vaww +Aww + Aywony + Avouy — hin A%y — hynA%way — hux A%wp0
~ Dyw (3.36)

Temperatura i potencjaty chemiczne nie s Weyl-niezmienncze, jednak przeksztatcaja sie
jednorodnie:

T — e T, pur—e%u; (3.37)

Wielkosci T, pur, 0, Wy oraz ich pochodne moga zostac¢ uzyte do konstrukeji wygodne;j
bazy skalaréw, wektorow i tensoréw, przeksztalcajacych sie jednorodnie pod wptywem
transformacji Weyla (w tym celu niezbedne sa niekiedy odpowiednie zwezenia z w,,, sy-
metryzacje itp). Nie sa to jednak wszystkie Weyl-niezmiennicze obiekty, jakie mozna
skonstruowaé¢ do drugiego rzedu wlacznie.

Niech V,, bedzie wektorem o wadze w, tj. V, — e *?V,. Komutator pochodnych
Weyla, dziatajac na wektor V,,, przeksztalca si¢ jednorodnie pod wptywem tych transfor-

macji. W szczegdlnosci, mozemy przedstawi¢ go jako

D, D, |Vy = wF,, Vi + R, Va, (3.38)

U
gdzie
Fuw = V,A —-V,A,

2

R},LV)\O‘ = R,uu)\a + fuuh/\a - 5ﬁé¢hu][)\5£] (Va»Aﬂ + Aa-Aﬂ - 7ha/3) , (339)

[0}

natomiast R, - jest tensorem Riemanna. Zaréwno F,, jaki Ruu 25

sa Weyl-niezmiennicze
(waga Weyla w = 0). Innymi tensorami przeksztalcajacymi sie jednorodnie wzgledem

transformacji Weyla sa:
R = R =Ru+(d=2) (VA + ALA, — Agu) + hy VAN + F,
R = RE=R—2(d—1)V A+ (d — 2)(d — 1) A% (3.40)
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W powyzszych definicjach R, jest Weyl niezmienniczy, natomiast R ma wage w = +2
(jako zwezenie tego ostatniego). Bardziej szczegdotowa analiza opisanych tu zagadnien
znajduje sie w [29] oraz [26]. W niniejszej pracy przyjeto konwencje dotyczaca znaku w
tensorze Riemanna, tozsama z [26] (co implikuje réznice w znaku w czlonach krzywizno-
wych w poréwnaniu do [29]). Ostatnim tensorem, istotnym w toku dalszych obliczer jest

tensor Weyla, zdefiniowany w standardowy sposob

1

C,uu)\o = Ruu)\g - m

1

(hupRoty — Py Rojp) + d-1)d-2

Rhyphep.  (3.41)
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Rozdzial 4

Horyzonty

4.1 Powierzchnie zlapane i1 horyzonty kwazilokalne

Zgodnie z ogbélnymi rozwazaniami zaprezentowanymi w Rozdziale [2] istnieje dualnosé po-
miedzy klasa teorii pola, a rozwigzaniemi grawitacyjnymi w przestrzeni o wickszym wy-
miarze. W szczeg6lnosci pokazalidémy, ze wtasnosci termiczne silnie sprzezonego uktadu
opisywanego supersymetryczng, konforemna teorig A" = 4 SYM tlumaczg sie na rozwia-
zania postaci czarnej dziury w przestrzeni asymptotycznie AdS. Zbadanie ich struktury
przyczynowej, a w szczegolnosci wyznaczenie pozycji samych horyzontow jest zatem istot-
nym elementem formalizmu holograficznego opisu stanéw hydrodynamicznych. W opisie
tym stanom bliskim réwnowadze odpowiadaja dualne geometrie z wolnozmiennymi ho-
ryzontami.

Wazna role w fizyce czarnych dziur odgrywaja horyzonty kwazilokalne, ktorych naj-
lepszym przyktadem jest horyzont pozorny. Zdefiniowane sa one w terminach powierzchni
ztapanych i marginalnie ztapanych. W obu przypadkach termin ,powierzchnia” oznacza
d — 1-wymiarowsa hiperpowierzchnie 2 w d + 1 wymiarowe] czasoprzestrzeni. Przestrzen
normalna do tego typu powierzchni jest rozpieta przez pare zerowych wektoréw ¢ and n.
W toku dalszej dyskusji ograniczymy sie do przypadku, w ktérym oba te wektory zorien-
towane sa w przysztosé w sensie parametru afinicznego wzdtuz geodezyjnej obserwatora
spadajacego w polu grawitacyjnym dziury, przy czym £ jest zewnetrzny, a n wewnetrzny

do rozwazanej hiperpowierzchni. Dodatkowo wygodnie jest przyja¢ nastepujaca norma-
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lizacje
l-n=-—1. (4.1)

Metryka indukowana na €2, moze by¢ przedstawiona jako
Qab = Gab + Lamp + lyng . (4.2)
Zewnetrzne i wewnetrzne zerowe ekspansje () wynosza odpowiednio
Oy = §Valy = Lolog\/q and 0,y = ¢*Vany = L, log /4 . (4.3)
Ogolniej, dla dowolnego wektora X = Af 4+ Bn, mozemy to przepisa¢ jako
Ox) = Aby) + Bby, . (4.4)

Z definicji €2 jest zewnetrznie zapana jesli 0y < 0, zapana dla 0 < 01 0, < 0 oraz
nieztapana w przypadku gdy 6 = 01 6,y < 0. Ponadto €2 jest marginalnie zewnetrznie
2apana jesli 0 = 0 1 marginalnie ztapana dla 0 = 01 6,y < 0. Powierzchnie zla-
pane sygnalizuja obecno$¢ czarnych dziur. Znane twierdzenia o osobliwosciach tacza je z
faktem istnienia osobliwosci w przestrzeni oraz horyzontami zdarzen [55]. Moga by¢ one
réwniez uzyte do zdefiniowania horyzontu pozornego [55]. Wychodzac z foliacji czaso-
przestrzeni zadanej poprzez zbior hiperpowierzchni ¥, (odpowiednio dla kolejnych chwil
czasu t), mozna zdefiniowaé¢ rejon zlapany na kazdej z ¥, jako potaczenie wszystkich
zewnetrznie ztapanych powierzchni. Brzeg kazdego z €); jest marginalnie zewnetrznie
ztapanym rejonem[] reprezentujacym powierzchni¢ horyzontu pozornego. Horyzont po-

zorny mozna zatem wyznaczy¢, rozpatrujac nastepujace warunki
9(@) =0, H(n) <0 (4.5)

(dla [ i n zorintowanych w przysztosé). W toku dalszej analizy przyjmiemy pewne nad-
uzycie terminologii, odnoszac termin horyzont pozorny réwniez do hiperpowierzchni €2,
ewoluujacych w czasie.

W tym momencie warto wspomnie¢ o nieprzyczynowej naturze horyzontu zdarzen,

objawiajacej sie w opisie geometrii dynamicznych. Rozwazmy przykladowo czarna dziure

!'Pomijamy tu pewne nieistotne szczegdly natury technicznej
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absorbujaca w skonczonym czasie materie. Najprostszym rozwigzaniem odpowiadajgcym
temu przypadkowi jest geometria Vaidya [72]. Mozna pokaza¢, ze ekspansja horyzontu
nie jest bezposrednio rzadzona przez pochlaniane przez dziure porcje materii — proces
ten spowalnia w istocie tempo wzrostu horyzontu. Ewolucja horyzontu zdarzen jest
wiec nieprzyczynowa. Nie stanowi to problemu dopoéki, dopéty nie taczymy z pojeciem
horyzontu zdarzen zadnych wielko$ci fizycznych, ktore bytyby w tym wypadku réwniez
nieprzyczynowe.

Jak zobaczymy w Rozdziale 7, ostatni fakt ma szczegdlne znaczenie w kontekscie ho-
lograficznej rekonstrukeji pradu entropii. W metodzie tej, szukany prad konstruujemy
w oparciu o hiperpowierzchnie horyzontu. Poniewaz sama entropia jest (jak kazda wiel-
kos¢ fizyczna) przyczynowa, problemy zwiazane z brakiem lokalnosci i przyczynowosci
horyzontu zdarzen staja sie w tym momencie szczegodlnie istotne.

Z drugiej storny znane sg alternatywne metody wyrazenia hiperpowierzchni repre-
zentujacych granice czarnych dziur, wprowadzajace pojecie tzw. horyzontow kwazilo-
kalnych. Z matematycznego punktu widzenia najlepszym kandydatem na te horyzonty,
wydaja sie by¢ obszary foliowane przez marginalnie zewnetrzne, ztapane powierzchnie.
Zgodnie z [73|, stabo izolowanymi horyzontami nazwiemy granice czarnych dziur, za-
dane przez o jeden wymiar mniejsze hiperpowierzchnie, foliowane przez marginalnie ze-
wnetrzne powierzchnie. Powierzchnie te sa blisko spokrewnione z horyzontami Killinga i
moga reprezentowaé granice stacjonarnych czarnych dziur bez odwolywania si¢ do struk-
tury przyczynowej lub sledzenia przysztosci obserwatoréw w nieskonczonosci. Na kazde;j

z tych powierzchni zachodzi

G(H) < 0, Ene(g) <0. (4.6)

Zauwazmy, ze wewnetrzna ekspansja jest ujemna, natomiast pod wplywem matych, we-
wnetrznie zorientowanych deformacji, zewnetrzna ekspansja réwniez staje sie ujemna.
Wynika stad, ze — zgodnie z oczekiwaniem — przysztoscia kazdego obserwatora znajduja-
cego sie wewnatrz rozwazanego obszaru jest spotkanie z osobliwoscig.

Z klasycznej definicji wynika, ze zalezny od czasu horyzont pozorny jest wielkoscia
uzalezniona od wyboru foliacji: rézne jej wybory prowadza do réznych horyzontéw. Nie-

jednoznaczno$é horyzontéw pozornych zostata zademonstrowana w [74]. Dalej, przy-
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gladajac sie ewolucji horyzontu mozna pokazac¢ (zob. [75] [73]), ze hiperpowierzchnia
foliowana przez marginalnie zewnetrzne powierzchnie ztapane nie jest sztywna i moze
byé zdeformowana przy zachowaniu wszystkich jej wlasnosci. Fakt ten wykorzystamy

przy konstrukcji horyzontu pozornego dla geometrii dynamicznych.

4.2 Horyzont zdarzen dla geometrii wolnozmiennej

Rozwazmy przypadek geometrii zawierajacej rozwiazania postaci czarnej dziury z za-
leznym od czasu i przestrzeni horyzontem zdarzen. Zalozymy przy tym, ze pozycja
horyzontu moze by¢ wyrazona w postaci szeregu potegowego, w ktorym wiodacy wyraz
reprezentuje pozycje statycznego horyzontu, podczas gdy wyrazy wyzszych rzedéw wno-
sz niewielkie, zalezne od wspotrzednych poprawki. Wszystkie one beda mate w sensie
pewnego parametru skali, zwigzanego z pozycja horyzontu w zerowym rzedzie ry.

Sam horyzont zdarzeni bedzie funkcja zalezna od wspotrzednych ry(z), przy czym
ro jest wartoscia w ustalonym punkcie, przyktadowo w x = 0. Przyjmiemy dodatkowo,
iz funkcja ta jest wolnozmienna, a cztony wyzszych rzedéw otrzymane z rozwiniecia w
szereg Taylora wyrazenia ry(x) wokol ustalonego punktu reprezentuja odstepstwa od
przypadku statycznej geometrii. Wolnozmiennosé oznacza tutaj fakt, iz pochodne rg ()
sa male w poréwnaniu do skali wyznaczonej przez ro: 1y 18HTH < 1. Jak wyjasniono
w [44] (zob. takze [54) [50]), potozenie horyzontu zdarzen dla geometrii wolnozmiennej
moze by¢ ustalone w oparciu o rachunek rozwinie¢ gradientowych przy wzieciu pod uwage
faktu, ze jego pozycja we wiodacym rzedzie jest znana. Niech S(z) oznacza funkcje
skalarng, zadajaca rownanie hiperpowierzchni horyzontu zdarzen. Kowektor normalny

do powierzchni horyzontu wynosi

m=dS. (4.7)

Poniewaz horyzont zdarzen jest hiperpowierzchnia zerowa, jego potozenie moze by¢ zna-

lezione z warunku

m? = 0. (4.8)

W ogoélnosci ostatnie rownanie ma szeroka klase rozwiazan, zadajacych rodzine zerowych

hiperpowierzchni. Poniewaz odstepstwo od postaci statycznego horyzontu jest z zato-
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zenia niewielkie, horyzont wolnozmienny zidentyfikowaé¢ mozna jako hiperpowierzchnie
reprezentujaca niewielkie zaburzenie pozycji statycznego horyzontu, pokrywajace sie z

nim dla péznych czasow.

4.3 Horyzont pozorny dla geometrii wolnozmiennej

Zajmijmy sie wyznaczeniem pozycji horyzontu pozornego wykorzystujac, podobnie jak
mialo to miejsce w przypadku horyzontu zdarzeri, rachunek rozwinie¢ gradientowych i
znana pozycje horyzontu w zerowym rzedzie (zob. 54, 50]). Niech A oznacza zalezny od
czasu horyzont pozorny. Analize rozpocznijmy od okreslenia pola wektorowego oznaczo-
nego jako v, ktérego normalna do marginalnie zewnetrznej, ztapanej powierzchni zadaje
foliacje horyzontu A. Najbardziej istotne w konstrukcji v sa dwie wtasnosci: v jest

styczny do A oraz spelia warunek Frobeniusa
vAdv=0. (4.9)

Spetnienie warunku Frobeniusa gwarantuje, ze hiperpowierzchnia horyzontu bedzie orto-
gonalna do m (a tym samym v zadaje foliacje A). Poniewaz v jest styczny do A, zachodzi
v-m = 0. Obliczeniowo wygodnie jest przy tym przyjac¢ nastepujaca normalizacje wektora

A
m?+ v =0. (4.10)

Jak kazdy kwazilokalny horyzont dynamiczny jest on przestrzenny, co implikuje, ze m
jest czasowe, podczas gdy v przestrzenne. Bez straty ogélnosci mozna zatozyé, ze m
jest skierowany w przyszto$é, natomiast v jest zewnetrzny. Normalne do powierzchni o

staltych S i v sa postaci

v = £—Cn
m = (+Cn, (4.11)

2Normalizacja (4.10)) okaze sie szczegdlnie uzyteczna w kontekscie holograficznej rekonstrukeji pradu

entropii.
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gdzie skalar C' oznacza tzw. parametr ewolucji [48, [73]. Biorac pod uwage normalizacje

(4.1]), warunek (4.11)) implikuje
1
C= §v2 : (4.12)

Znak parametru ewolucji informuje o tym, czy A jest przestrzenne, czasowe lub zerowe
(przypadek C' = 0). Znak wspolezynnikow zostal wybrany w taki sposob, by
zagwarantowaé, ze oba ¢ i n sg skierowane w przyszlos¢; przy czym ¢ jest zewnetrzny,
podczas gdy n wewnetrzny.

By ustali¢ pozycje horyzontu pozornego nalezy obliczy¢ ekspansje (4.3]). Zgodnie z
, samo polozenie horyzontu pozornego zadaje warunek

0 =0, (4.13)

gdzie 0y dane jest przez (4.3)) Dodatkowo zachodzi 6,y < 0 oraz C' > 0.
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Rozdziat 5

Geometria dualna do hydrodynamiki w

przypadku nienaladowanym

5.1 Rozwiazania ré6wnan ruchu

Geometria dualna do hydrodynamiki pltynu w dowolnych wymiarach, przy braku ja-
kichkolwiek innych zachowanych pradéw oprocz tensora energii-pedu, jest rozwiazaniem

rownan Einsteina z ujemna stala kosmologiczna A = —d(d — 1)/2 [26]:

! /dd“x\/—_g{R —2A}, (5.1)

-
d+l 167TGN

gdzie Gy jest (d+1)-wymiarowa stata grawitacji, natomiast promien AdS zostal przyjety

za rowny jeden. Wzor (5.1)) pojawia sie na gruncie teorii strun (dla d = 2,3,4 1 6, zob.
[76]) i opisuje sektor dynamiki jednopunktowej funkeji operatora tensora energii-pedu dla
klasy planarnych, silnie-sprzezonych, holograficznych, konforemnych teorii pola [26].

Dla wygody poczawszy od tego rozdziatu przyjmiemy nastepujace konwencje:
1. Duze taciniskie litery zarezerwowane beda dla d + 1-wymiarowych indeksow,

4 = r reprezentuje radialng odlegloéé od konforemnego brzegu,

2. Wspotrzedna x
3. Greckie litery reprezentuja d-wymiarowe wskazniki na konforemnym brzegu,

4. Metryka h,, oznacza¢ bedzie d-wymiarowg metryke tta dla teorii pola na konfo-

remnym brzegu d 4+ 1-wymiarowej, dualnej teorii grawitacji,
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5. Mate facinskie litery oznacza¢ beda wskazniki na konforemnym brzegu z pominie-

ciem wspotrzednej czasowe;j.

Dziatanie (j5.1)) prowadzi do prozniowych rownan Einsteina

did -1
Gap — %QAB =0, (5.2)

gdzie Gap oznacza tensor Einsteina pelnej (d+1)-wymiarowej metryki gap (A, B =
1...d +1). Prostym rozwiazaniem ([5.2) jest metryka (2.42) zm =b"* L =11 =0
(przypadek nienatadowany)

1 1 1\ .
2 _ 2 . 2 - 2 ) 7
ds® = —r <1 (br)d> dt* + 3 <1 —(br)d> dr® + dx;dz (5.3)

Przechodzac do uktadu Eddingtona Finkelsteina mamy

1 .
ds* = —r? (1 e )d) dt? — 2dtdr + r*da,da’. (5.4)
r
Roéwnowaznie, wprowadzajac wektor u, = {—1,0,0,0}, przepisujemy ({5.4) jako
1
ds? = 2u,dzdr — r? (1 - W) w,w,drtdz” + 1% (0, + wu,) detda” (5.5)

Powyzsze rozwigzanie moze by¢ w prosty sposob uogélnione wykonujac lorentzowskie
pchniecie i zastepujac wektor v, = {—1,0,0,0} dowolnym, stalym czterowektorem spel-
niajgcym warunek normalizacji u,u = —1. Wektor u, reprezentuje d-wymiarowg cztero-
predkosé na kierunkach z#. Dalej tatwo sprawdzi¢, ze bedzie wcigz speliato rowna-
nia jesli zastapimy w nim metryke 7, dowolng, ale ustalong, stalg metryka h,,. W
takim wypadku czteropredko$¢ u, bedzie znormalizowana w sensie hy,: h*"u,u, = —1.

Uwzgledniajac powyzsze, otrzymujemy nastepujace rozwiazanie rownan ([5.2))
1
ds® = 2u,dz"dr — r? (1 — W) u,w,datdz” + 1% (hy, + uyu,) datdz” . (5.6)

Rozwiazanie to zawiera d-parametrowa rodzine statycznych czarnych dziur z planarnym
horyzontem zdarzen. Linie stalej z# w (5.6) sa liniami wchodzacych zerowych geode-

zyjnych, ktore dla duzych r rozchodza sie¢ w kierunkach ustalonych przez u*. Radialna
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wspolrzedna r jest parametrem afinicznym wzdtuz tych linii [44]. Geometria moze
by¢ postrzegana jako zbior d-wymiarowych hiperptaszczyzn sparametryzowanych przez r
w zakresie od r = 0 do r = co. Goérna granica r = oo odpowiada brzegowej d-wymiarowe;
czasoprzestrzeni Minkowskiego, podczas gdy dolna r» = 0 zwiazana jest z osobliwoscig geo-
metrii w tym punkcie. Ta ostatnia znajduje sie pod horyzontem zdarzen, zlokalizowanym
w r = 1/b. Jego pozycja pokrywa sie z pozycja horyzontu pozornego.

Parametr b we wzorze , zwigzany jest z temperatura Hawkinga 7T horyzontu

zdarzen nastepujaca relacja

d
b= T (5.7)
W przeciwienistwie do czarnych dziur w asymptotycznie ptaskiej czasoprzestrzeni, me-
tryka dopuszcza niewielkie fluktuacje na kierunkach transwersalnych (znacznie mniej-
sze niz w kierunku radialnym). Skale tych fluktuacji wyznacza b.

Zalézmy teraz, ze b, u* i h, nie sg stalymi parametrami, a funkcjami wspotrzednych
z#. W sytuacji, gdy skala ich zmiennosci jest mata w poréwnaniu do skali wyznaczonej
przez b, metryka jest przyblizonym rozwigzaniem nieliniowych réwnan Einsteina.
Aby rozwiazanie to bylo $ciste, nalezy do niego dodaé¢ odpowiednie poprawki zawierajace
gradienty b, u,, h,,. Jak pokazano w [25], postepujac w ten sposoéb mozemy znalez¢ rzad
po rzedzie Sciste rozwigzanie rownan Einsteina dla przypadku wolnozmiennych geometrii.
Majac je, jesteSmy w stanie stosujac standardowy stownik AdS/CFEFT otrzymac zachowany
tensor energii-pedu [64], [77], wyrazony w terminach b, u, i h,,. We wiodacym rzedzie
symetria konforemna implikuje, ze ogélna postaé tensora energii pedu w stanie rownowagi

ma postac
T" = putu” + pP", (5.8)
gdzie
p=(d-1)p. (5.9)
W P* jest projektorem danym przez (3.6). Z (5.9) widaé, ze tensor spehia
konforemne réwnanie stanu.

Przejdzmy teraz do konstrukecji wyrazéow w wyzszych rzedach reprezentujacych szu-

kane poprawki do metryki (5.6)). Wszystkie one beda konstruowane w rozwinieciu gra-

47



ROZDZIAY, 5. GEOMETRIA DUALNA DO HYDRODYNAMIKI W
PRZYPADKU NIENALADOWANYM

dientowym z pochodnych na kierunkach z# wielkosci b, u*, h,, oraz dodatkowych, ska-
larnych wspotezynnikéw funkeyjnych zaleznych od r i b. Kazda taka pochodna trakto-
wana bedzie jako mala pierwszego rzedu, przy czym ograniczymy sie do drugiego rzedu
wtacznie. Budujac wyrazenia w rozwinieciach gradientowych z pochodnych podstawo-
wych wielkosci hydrodynamicznych nalezy zwréci¢é uwage na ich tensorowy charakter —
wydzieli¢ mozna tutaj niezalezne, Weyl-niezmiennicze skalary S?, wektory Vui i tensory
T Wi. Wygodnie jest przy tym wybraé¢ baze, w ktorej zaréwno wektory, jak tez wszelkie

mozliwe tensory sa ortogonalne do czteropredkosci:
'V, =0, u'T,' =0. (5.10)

W ogolnosei, jak zostalo to pokazane w [25], nalezy bra¢ pod uwage wszystkie mozliwe
cztony dajace sie skonstruowaé¢ w ten sposob. Zadanie mozna jednak uprosci¢ odwo-
tujac sie do symetrii konforemnej i szukajac Weyl-niezmienniczych rozwigzan réwnan
Einsteina. W przypadku metryki brzegowej h,,, i czteropredkosci v, implikuje to, ze pod
wplywem transformacji Weyla transformuja sie one zgodnie z regutami danymi przez
i . Dodatkowo, Weyl-niezmienniczo$¢ petnej metryki g4 implikuje, ze r ma
wage +1:

r— er. (5.11)

Ostatni warunek pocigga za soba fakt, ze b ma wage -1. W ten sposob br jest Weyl-
niezmienniczym skalarem.

Ponizej opiszemy szczegdtowa metodologie poszukiwania metryki dualnej do hydrody-
namiki w przypadku braku zachowanych pradéw, w ustalonym wymiarze. Przyjmijmy,
ze bedzie to d = 4. W dowolnych d-wymiarach metryka ta zostala znaleziona w [26].
Opisana nizej metoda pozwala na uogélnienie wyniku dla dowolnego d (a tym samym
odtworzeniu rezultatu [26]), po rozwazeniu kilku przypadkow szczegolnych.

Weyl-niezmiennicza posta¢ metryki moze by¢ przedstawiona jako [26]:
ds® = (G, — 2w, V,) dztda” — 2u,da* (dr + rA,dz"). (5.12)

Przyjmiemy tutaj, ze czlony G,, sa transwersalne do czteropredkosci, tzn. u*G,, = 0.

Jak sie okazuje, warunek ten caltkowicie wyczerpuje swobode wyboru cechowania. Z
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drugiej strony zadaje on bardzo wygodne i proste cechowanie, tozsame z zastosowanym
w [26] i rozne od wybranego w [30, BI]. W szczegdlnosci, metryke (5.6) odtworzymy
ktadac

V, = T2BUH,
Guw = 1P, (5.13)
gdzie
1 1
B= (HW) (5.14)

Metryka zV, 1§, danymi przez jest dominujacym cztonem zerowego rzedu
w rozwinieciu gradientowym. Chcac znalez¢ poprawki do niej w wyzszych rzedach, mu-
simy wzig¢ pod uwage dodatkowe cztony zbudowane z pochodnych b, u, i h,,. Pogrupo-
wacé je mozna w niezalezne, skalary, wektory i tensory. W pierwszym rzedzie jedyna taka
strukturg jest symetryczny, bezéladowy tensor o,,, dany przez . Implikuje to, ze
do pierwszego rzedu wiacznie V, i G, beda nastepujacej postaci

2
V., = 1r°Bu,,

Guw = TQPW+2br2FUW, (5.15)

gdzie F jest funkcja Weyl niezmienniczego argumentu br (dla wygody, w wiekszosci przy-
padkow bedziemy opuszczaé ten argument). Postaé¢ funkcji F' mozna ustali¢ rozwiazujac
rownania Einsteina do pierwszego rzedu wlacznie . W celu znalezienia rozwigzan wy-
godnie jest wybra¢ ustalony punkt, np. = 0 a nastepnie rozwing¢ b, u,,, h,, wokol tego
punktu w szereg Taylora. Korzystamy przy tym z faktu, ze pochodne w rozwinieciach

gradientowych traktowane sa jako mate pierwszego rzedu. Dla b(x) i u,(z) dostajemy

u'(x) = u'(0) + ex®aut(0) + O(?),
b(z) = b(0) + ex®0y b(0) + O(e?). (5.16)
Wygodnie jest przy tym przyjaé czteropredkosé w zerowym rzedzie u#(0) = (1,0,0,0).

Dla uproszczenia bedziemy rowniez pisaé¢ skrotowo b(0) = b. Czterowymiarowa metryka

brzegowa h,,(x) jest réwniez rozwijana wokol x = 0. Rozwijajac ja zakladamy, ze w
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zerowym 1zedzie hy,, (0) = 1,,. Co wiecej, by jeszcze bardziej uprosci¢ obliczenia, przej-
dziemy do ukladu wspoirzednych, w ktorym wszystkie pierwsze pochodne h,, znikaja w
punkcie z =0

By () = 1 + O(E2). (5.17)

W ogoélnosci drugie pochodne nie moga by¢ w ten sposoéb wyzerowane. Ich obecno$é
wyraza odstepstwo metryki h,,, od metryki ptaskiego brzegu 7, .

Kluczowym elementem rachunku pozostaje sposéb, w jaki mozemy zaimplemento-
wacé rozwiniecia , w metryce gap, a nastepnie wyznaczy¢ warunki gwaran-
tujace spelnienie rownan Einsteina (5.2). W tym celu wygodnie jest uzy¢ programu
Mathematica wraz z pakietem do obliczen tensorowych opisanym w Dodatku [A] Na
wstepie wezytujemy podstawowe wielkosci, takie jak wymiarowosé czasoprzestrzeni, po-
sta¢ metryki ), oraz rozwiniecia b(x), h(z), u,(z) w szereg Taylora wokot wokot x = 0.

Przyktadowo, dla b(z) do pierwszego rzedu mamy
b(x) = by + ebiox® + O(?). (5.18)

Jak poprzednio, € numeruje cztony rozwiniecia gradientowego, pozwalajac odrézni¢ wy-
razy danego rzedu. W by oraz by, 1 bans 0znaczaja odpowiednio zerowe i pierwsze
pochodne b(z) w x = 0:

bo = b(0), bio = 0ub(0). (5.19)

Analogicznie, czteropredkos¢ u,, przedstawiona by¢ moze jako:
u,(z) = u,(0) + eupa,x® + O(e), (5.20)
przy czym zgodnie z wczeSniejszymi zatozeniami
u,(0) ={-1,0,0,0}. (5.21)

Warunek normalizacji u#u, = —1 wygodnie jest od razu uwzgledni¢ w rozwinieciu gra-
dientowym czteropredkosci, znajdujac wigz na wspotczynniki u,,. Poniewaz do pierw-
szego rzedu hy, = 1, jedynymi czlonami, jakie wejda do rownan Einsteina, bedg wielko-

Sci zbudowane z pochodnych b1i u,. Rozwinigcie gradientowe metryki (5.12) w pierwszym
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rzedzie znajdujemy wykorzystujac pakiet [A] ze znalezionych wezesniej elementow skla-
dowych rozwinie¢ gradientowych prostszych wielkosci. Wielkosci te tworzymy z kolei z b
i u, (a takze n,,). Przykltadowo, o,, otrzymujemy w oparciu o rozwiniecia b i u, oraz
ich pochodne. Majac metryke, mozemy nastepnie wypisa¢ rownania Einsteina.

W réwnaniach Einsteina wygodnie jest wydzieli¢ réwnania wiezéw, ktoére nie prowa-
dza do jakichkolwiek warunkéow na wspotezynniki funkcyjne (w naszym przypadku na
F), ale narzucaja dodatkowe wiezy na wspotczynniki rozwinie¢ gradientowych b i w,.

Roéwnaniami tymi sa nastepujace kombinacje

T 1 T
G, — 5d(d—1)g," =0, (5.22)

0

przy czym w naszym przypadku d = 4. Réwnania ((5.22)) prowadza do nastepujacych

warunkow

3
1
blg = gbo Zzl bliu Uy; = bli- (523)

W mysl naszych konwencji oznacza to, ze
1 3
Ab(0) = 2b(0) > 0u;(0),  doui(0) = 9:b(0). (5.24)
i=1

Roéwnania wiezow maja interpretacje rownan hydrodynamiki odpowiadajacych zacho-
waniu holograficznego tensora energii-pedu (w przypadku tensora energii-pedu w
zerowym rzedzie). Wrocimy do tego zagadnienia w nastepnej sekeji, przy okazji grawita-
cyjnej rekonstrukeji TH.

Przeanalizujmy teraz rozwigzania réwnan dynamicznych. W ogélnosci rownaniami
tymi bedg wszystkie pozostale sktadowe réwnan Einsteina, ktore nie sg tozsame z ((5.22]).

Biorac pod uwage ([5.24) tatwo sprawdzi¢, ze rownania te beda spelnione o ile

3bor (5bgr* — 1) F'(bor)
F"(byr) = -2 . 2

Roéwnanie (5.25)) mozna tatwo odcatkowaé, dostajac

F(bor) = /b Tt oL (5.26)

0T I(CL’4 - 1)
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State catkowania zostaly ustalone przez dwa warunki: regularno$¢ na horyzoncie zdarzen
oraz normalizowalno$¢ metryki (nieosobliwo$¢ wyrazenia r—2g4p W granicy r — OO>E|
Majac rozwiazania w pierwszym rzedzie mozemy przejsé rzedu drugiego. Na poczatku
zidentyfikujmy niezalezne struktury tensorowe, jakie mozna w tym rzedzie wypisa¢. Jak
pamietamy, w pierwszym rzedzie jedyna taka struktura jest symetryczny, bezsladowy
tensor 0,,. W drugim rzedzie ich liczba znaczaco wzrasta. Aby ja ograniczy¢, a tym
samym upro$ci¢ rachunek zwigzany z rozwiazywaniem rownan Einsteina, wykorzystaé
mozna rozwiazania réwnan wiezow z rzedu pierwszego. W szczegoblnodci, tatwo pokazac

ze (5.24) implikuja iz D,b jest efektywnie drugiego rzedu:
D,b= 0O(e). (5.27)

Warunek ten znaczaco zaweza liczbe niezaleznych struktur. Biorac to pod uwage, otrzy-

mujemy zestaw nastepujacych wielkosci:

e Skalary:

S, = bQJWU‘“’,

Sy = bzwuyw’“’,

S; = bR, (5.28)
e Wektory:

Vi, = bP,D,o"",

Vo, = bPLD,w"”, (5.29)

"Wynika to z faktu, ze metryke teorii pola na konforemnym brzegu otrzymujemy w granicy

lim, o0 7™ 2(Gan — uVo))-
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e Tensory:

lej = uprUuV7
Ty, = Cua,,guo‘uﬁ,
T3MV = quO')\V +wy>‘am,

A 1 nv
Ty = 0,0n —5——Puoasc™,

d—1
1

T5/U’ = wu’\w,\l, + ﬁpwwaﬂwaﬁ. (530)

W powyzszych wzorach R i C,.ap5 dane sa przez (3.40) i (3.41). Do drugiego rzedu
wlacznie, V, i G, w (5.12)) uogdélniamy do nastepujacej postaci

3 2
V, — TQBUM+T2ZKZ.SZ.UM+7~ZWZ'WW

i=1 i=1
3 5
G = 1°Pu + 207 Foy, + 12 LiSiPu + Y HTi. (5.31)
i=1 i=1
W powyzszych wzorach wprowadzilismy dodatkowe, skalarne wspoélczynniki funkcyjne:
F, K;, W;, L; oraz H;. Wszystkie one sa funkcjami Weyl-niezmienniczego argumentu
br. Dla wygody, podobnie jak w , w wiekszosci przypadkow bedziemy opuszczaé
ten argument (wyjatkiem pozostana sytuacje, w ktorych nie jest to mozliwe). Pamie-
tamy przy tym, ze wielkoSci b, u, sa funkcjami wspolrzednych z#, a kazda pochodna
na kierunkach x* traktowana jest jako mata pierwszego rzedu. W jest wiec jeden
czton pierwszego rzedu zwigzany z tensorem o, i jedng niewiadoma funkcja F, oraz 13
cztonéw drugiego rzedu, zwiazanych z niewiadomymi wspotczynnikami funkcyjnymi K,
W, L; i H;. Wszystkie one zostang okreslone w toku rozwigzywania rownan Einsteina.
Procedura rozwigzywania rownan Einsteina w drugim rzedzie jest identyczna do za-
stosowanej w rzedzie pierwszym. 7 uwagi jednak na znaczaco wiekszy stopien komplikacji,
nalezy tutaj zwrdci¢ uwage na kilka szczegotow natury technicznej. Wezmy przyktadowo

pod uwage rozwiniecie b:
1
b(z) = by + ebox™ + 562b2aﬂxaxﬁ. (5.32)

Poniewaz pochodne czgstkowe komutuja, macierz wspétczynnikow byng musi byé syme-

tryczna we wskaznikach o i . Narzucenie tego warunku eliminuje na wstepie czes$¢ z
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jej niewiadomych skladowych. Podobna uwaga dotyczy rozwinie¢ u, i h,,. Dodatkowo,

ze wzgledu na fakt, iz metryka h,, odbiega w drugim rze¢dzie od metryki przestrzeni

Minkowskiego
1 2 a,.pB
h’u,z/(x) — N -+ 56 hgagm,l’ x”, (533)
wigz h"u,u, = —1 prowadzi do nietrywialnych zwigzkoéw pomiedzy wspotczynnikami w

rozwinigciu gradientowym czteropredkosci 1 metryki A, ktore nalezy uwzglednic. Eli-

minuje to pewng czes¢ dowolnych wspotczynnikow w rozwinieciach gradientowych.

Z metryki h,, konstruujemy czterowymiarowe tensory krzywiznowe, wchodzace w

sktad S3 1 T5,,. Wygodnie jest przy tym zacza¢ od wyznaczenia symboli Christoffela

«a
P4;w

1
— §h”‘5(8#h51, —+ 8,,h5# — 85}1#,,). (534)

Jak poprzednio, prawg strone (5.34) znajdujemy korzystajac z pakietu opisanego w Do-
datku [A] Uzyskane w ten sposob rozwiniecie postuzy nastepnie do konstrukeji kolejnych
wielkosci, takich jak np. tensor Riemanna. Pozostate elementy sktadowe metryki bu-
dujemy identycznie jak mialo to miejsce w pierwszym rzedzie, znajdujac rozwiniecia
gradientowe niezaleznych skalaréw, wektoréow i tensoréw, a nastepnie konstruujac z nich

elementy metryki g4p oraz sktadowe tensora Einsteina.

Rozwiazywanie rownan Einsteina zaczniemy od réwnan wiezow (5.22)). Rownania te

prowadzg do zwigzkéw pomigdzy sktadowymi rozwini¢¢ gradientowych b, u,, i h,,,, ktore

ma
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schematycznie przedstawi¢ mozna jako

blO - Bla(bla; Uty U20Bus h?a,@;u/)y
b20¢6 - B2aﬂ(blom Uty U208y hQaﬁw/)a
ugo01 = Usoon (ulam U2aB1s h2a,8,w),
ug002 = Uson2 (ulaua U20,B19 h2a/3’uu)7
U012 = U2012(u1a,u7 U208 h2aﬁuu);
uz003 = Usoos (Ula,uy U281 hZQBuV)a
U013 = U2013(u104u7 U281 hQOLﬂ/Ll/)?
U2023 = U2023(u1au7 U208 h20¢5w/)7 (5-35)

przy czym B, Baag, U1 0znaczajg wielomiany odpowiednich argumentow. Rozwig-
zania maja niekowariantna posta¢ z uwagi na nasze wczesniejsze zatozenia od-
no$nie postaci rozwinie¢ gradientowych, takie jak np. wyboér wektora czteropredkosci
w zerowym rzedzie. Mozna jednak pokazaé, ze rownania implikuja nastepujace,

przydatne tozsamosci
1 1
D,b= -5Su, — bV, (5.36)
6 2
0, A, — 0,A, = O(e%). (5.37)

Roéwnanie mozna wykorzystac¢ do wyrazenia D,,b w terminach Sy i V1, podczas gdy
(5.37) okaze sie niezwykle uzyteczne przy okazji obliczert zwiazanych ze znajdywaniem
horyzontu pozornego.

Po rozwigzaniu réwnan wiezéw, mozemy przej$¢ do réwnan dynamicznych. Zdefi-

niujmy dla uproszczenia:
Einap = Gap — %d(d — 1)gap = Gap — 6gaB- (5.38)
Przy uzyciu , roOwnania Einsteina zapiszemy jako
Einyp = 0. (5.39)
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Powyzsze réwnania prowadza do uktadu réwnan rézniczkowych na niewiadome wspot-
czynniki funkcyjne. Uktad ten jednakze mocno sie separuje. Wykorzystujac to warto
podzieli¢ réwnania na sektory, odpowiednio: skalarny, wektorowy i tensorowy. Réwnania
z danego sektora prowadza do zwiazkéw rézniczkowych na odpowiednie skalarne, wekto-
rowe i tensorowe wspolczynniki funkcyjne. Oczywiscie w toku dalszej analizy bierzemy

pod uwage warunki wynikajace z rownan wiezow (5.35)).

W praktyce, w celu znalezienia szukanych rownan rézniczkowych, wygodnie skupié¢
uwage na pojedynczym elemencie rozwiniecia gradientowego metryki czy czteropredkosci,
takim jak np. Uspz. Element ten mnozony jest przez wyrazenie zbudowane z pochod-
nych wspotezynnikéw funkcyjnych. Poniewaz rownania wiezéw zostaly juz rozwiazane,
skorzysta¢ mozna z faktu, iz nie spodziewamy sie¢ juz zadnych dodatkowych wiezéw na
elementy rozwinie¢ gradientowych. Oznacza to, ze jedynym sposobem na spetnienie da-
nej sktadowej réwnania Einsteina, jest przyréwnanie do zera czynnika z pochodnymi
szukanych funkcji przy kazdym elemencie rozwiniecia gradientowego. Prowadzi to do
niezwykle szybkiej metody odczytania réwnan rézniczkowych na poszukiwane funkcje, w
ktorej ograniczamy si¢ jedynie do wybranych wyrazéw diugich rozwinieé gradientowych.
Rzecz jasna na zakoriczenie pozostaje jedynie sprawdzi¢, ze znalezione rownania istotnie

spelniaja pelne rozwiniecia réwnan Einsteina.

Poszukiwanie wspoétczynnikéw funkeyjnych wygodnie jest zaczaé od sektora funkcji
skalarnych. W sektorze tym szukanymi funkcjami sa Ky, Ko, K3, L1, Lo, L3. Roéwnania

rozniczkowe na te funkcje dostajemy z analizy nastepujacych réwnan

Einoo = 07 Einor = 07 Einrr =0. (540)

Doktadniej, réwnania rézniczkowe na funkcje L; otrzymaé¢ mozna z analizy rownan Fin,., =
0, natomiast na funkcje K; z Fingy = 0. Samo Fing, = 0 nie wnosi juz jakichkolwiek

warunkow.
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5.1. ROZWIAZANIA ROWNAN RUCHU

Roéwnania na funkcje skalarne mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

4Bz + ) FF 2(F)°  4Fz 2L/

L " — - -
! 3z (zt —1) * 3 xt—1 T
2 2Ly
L " — -
2 3zt x
2L35'
L " — -
3 T ’
2F (2 —1)(32* —1) 1 207 +x+1
‘K = ——(3z* —1) L, —
(@ K) 3(x — ab) 2(x ) I 6x(x+1)(z24+1)’
1 1
dp- N\ _ 4 /
(I KQ) = —5 (3I _1) L2 _@7
@Ky = Lo l@et 1)Ly (5.41)
3/ T 573 T 35 .
gdzie dla wygody zdefiniowaismy
x = bor, (5.42)

natomiast prim ’ oznacza pochodna po x.

Rozwigzaniami rownan (5.41) sa:

2 2 [dx [
L _ _F2__ e d ZFIZ

Ly = 0,
K, = _2bir2+# broodx(—x+6x(11—ixx)j212fx2)
B 1;x3;x4 /:Odny(F’f),
Ko = gt
K #2702 (5.43)

W powyzszych wzorach opusciliSmy indeks ,,0” w by, bowiem w czlonach drugiego rzedu

istotny jest jedynie zerowy rzad rozwiniecia gradientowego odpowiednich funkcji. Po-
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dobna uwaga dotyczy réwniez pierwszego rzedu — (5.26)) nalezy przepisaé¢ jako

F(br) = /boo dxxz)jx4—__11). (5.44)

.
Od tego momentu x odnosi¢ si¢ bedzie do br, natomiast prim oznacza¢ rézniczkowanie
po br.

Wiekszosé statych catkowania w zostala wyznaczona w oparciu o dwa warunki:
nieosobliwosé na horyzoncie oraz normalizowalno$¢ metryki w granicy duzych r. Wa-
runki te jednak nie ustalaja ich wszystkich, totez ogélne rozwiazanie rownan sektora
skalarnego jest ogolniejsze od i zawiera pewne dodatkowe wspotczynniki, zwigzane
z nieustalonymi stalymi catkowania. W wybrano je jednak w taki sposoéb, by
zagwarantowa¢ spelnienie warunkéw Landaua dla wyliczonego pézniej, hologra-

ficznego tensora energii-pedu. Wrécimy do tego przy okazji rekonstrukeji T"”. Sektor

funkcji wektorowych tworza
Einh« = 0, Eingr = 0, EingT =0. (545)

Prowadza one do nastepujacych réwnan

2F’ 5(517_1W1),
-1
(-T Wl)” - - ,TQ - ” )
2 -1 I
(.1'71W2)// = E—M (546)

Calkujac powyzsze znajdujemy

e [ ) e

1
_ 4
W e (5.47)

Podobnie jak miato to miejsce w sektorze funkcji skalarnych, rozwiazania (5.47)) zawieraja
w og6lnosci dodatkowe state catkowania, ktére nie moga byé okreslone przez warunki

regularnodci i normalizowalnoéci. Sektor réwnan tensorowych zadany jest przez
Einlg = 0, E’inlg = 0, Eingg = O, (548)
Einn = O, Eingg = 0, Eingg = 0. (549)
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Z (5.48)) dostajemy nastepujace roéwnania rozniczkowe na Hy — Hs:

(gj_QH >// _ 4$2F/ _ 6Fx (1 — 5.1‘4) (LU_2H1)/ 2
T (xt—1)x zt =1
1 - 504 (e 2Hy) 4
~2p7 "o (
(1) z(xt—1) zt =1
(2H,) = — 42°F'  6Fx (1 —5a") (2 ?H) 2
’ -1 2t-1 (z* —1)x =1’
12Fx (1 —5z%) (x72H,) 4
—2H " — 4 F/ 2 .
(v Hi) (F) -1 x(xt—1) M
_ 1—5z%) (z72Hs)  4(z*+1)
’Hy)" = ( : 5.50
(z7"Hs) x(xt—1) * (2t —1) (550)

Po ich odcatkowaniu mamy

H = —(br)? de—— (1 d 2F 4+ 43 F
o 1
H, = —2(br)? dr——m—
2 (T) \/br xx(1+x2)7
Hy = (br)z/oodx; I—L/Idy(6y2F+4y3F')
’ o (14 2?) 1—x% /) ’
& 1
H:2b2F2—2b2/d—
4 (br) (br) b $x(1+a:2)’

H5 — —1

5.1.1 Tensor energii pedu

Przywotujac dyskusje (2.2)), holograficzny stownik wynikajacy z korespondencji AdS/CFT
daje unikalny sposéb na obliczenie wielkosci fizycznych zwigzanych z teoriag na brzegu.
Stosujac powyzsze metody dla naszej metryki, dostajemy

1
T = — lim r* (K, — KH,, + 3H,, — Ell). (5.51)

881G Ny r—o0

Aby wyznaczy¢ T nalezy wyliczy¢ asymptotyki funkeji (5.43)), (5.47), (5.51)) oraz wy-

znaczy¢ krzywizny zewnetrzne. Jak poprzednio, rozwazymy tutaj przypadek d = 4.
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Zachowanie asymptotyczne wiekszosci funkcji znajdziemy rozwijajac odpowiednie wyra-
zenia podcatkowe w szeregi potegowe w granicy r — oco. Jednakze dla H; i H3 metoda ta
nie moze by¢ bezposrednio zastosowana z uwagi na logarytmiczne rozbieganie sie asymp-
totyk funkcji podcatkowych. W tym przypadku nalezy najpierw wykonaé¢ catkowanie
przez czesci z uzyciem wlasnosci funkeji F' (przeksztatcajac odpowiednio wyrazenie pod-

catkowe). Ostatecznie dostajemy

1 1 1
- - or® 5.52
- br  4btr4 + 50515 +00™), ( )
1 4 2
L, — — Or8
! 322 50 T opere 00
1
Ly — —
2 3b2r2’
L3 — O,
1 1 1
K _ _ _ —8
U7 e e g T O
1 1
K. L
2 7 b2r2 + 44676’
1
K —_— .
R (5:53)
1 2 1
W, S O(r"
! 2br  Hbird + 66575 +O(r™),
1
Wy — —— 5.54
2 2br ( )
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1 & 1
H - - —4
17 4(br)? /1 dxa:(:c +1) +00r™),

1 —4
H2 — —l—f—m—i—O(T )7

1 o 1
H 1—— I —4
8 7 4(br)2/1 d%(xﬂ)*O(T )

1 —4
H4 — 1+W+O(T ),

Hs — —1+00™%. (5.55)

Do obliczenia krzywizn zewnetrznych potrzebne nam sg pieciowymiarowe symbole
Christoffela 4 o, T Iy 1y Ty T Jak poprzednio, wyliczajac je wykorzy-

stamy pakiet [A] co pozwoli znalezé zaréwno ich algebraiczng postac, jak tez i rozwiniecia

gradientowe wokol ustalonego punktu. Postepujac w ten sposéb mozna pokazac, ze I,

p
dpy

i I'f, daja sie przedstawi¢ w terminach I'}, (a takze pochodnych pozostalych wielkosci
hydrodynamicznych: w,, b), natomiast I'?, 1 I'l, sa rowne zeru. Algebraiczna postac
pozostatych symboli Christoffela jest juz duzo bardziej skomplikowana.

Niech nastepnie H,,, oznacza metryke indukowang na hiperpowierzchni r = const. W

naszym przypadku
H, = gu. (5.56)

Jednostkowy wektor normalny do tej hiperpowierzchni wynosi
na = (¢™)"V%or. (5.57)

Wykorzystujac (5.57)), dostajemy krzywizne zewnetrzna postaci

1
K, = _\/WFL”' (5.58)

Majac (5.58) mozemy znalez¢ skalar krzywizny zewnetrznej K, H,, oraz brzegowy tensor

. . H . . . . .
Einsteina F,),. Wszystkie one wstawiamy nastepnie do wyrazenia na holograficzny tensor

energii-pedu (5.51)). Granice r — oo obliczymy biorac pod uwage znalezione wczesniej
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zachowania asymptotyczne ((5.53)), (5.54)), (5.55)). Ostatecznie, sumujac wszystkie wyrazy,

otrzymujemy nastepujaca postaé tensora energii-pedu

T = 16716*5 (b_4(P,W + 3u,u,) — 26720, +
21+ b Ty + 26 Ty, + 200 T, + 2000 ), (5.59)
e 1 d In2
C:_ifl :c(:c—xi-l):_r;' (5.60)

W poprzedniej sekcji nadmienilismy, ze ogdlna posta¢ metryki zawiera dodatkowe stale
catkowania, ktore nie moga by¢ ustalone w oparciu o warunki regularnosci na horyzoncie
i normalizowalnodci, przy czym calkujac réwnania sektoréw skalarnego i wektorowego,
przyjeliSmy pewne okre$lone ich wartosci. W ogoélnosci mozna pokazaé, ze kazdy inny
wyboér prowadzitby do pojawienia sie cztonéw podtuznych w drugim rzedzie w tensorze
energii-pedu, co jest niezgodne z warunkami Landaua . Warunki te eliminuja zatem
wszelka pozostata dowolno$é z metryki.

Posta¢ (5.59) prowadzi do réwnania stanu postaci p = 3p, przy czym
B 1
- 167GsbY

czyli doktadnie tak, jak tego oczekiwalismy dla teorii konforemne;.

p (5.61)

Zaprezentowany tutaj rachunek: poczawszy od rozwiazywania réwnan Einsteina do
wyliczania T"”, mozna powtorzy¢ dla innych wymiarowosci, odtwarzajac ostatecznie re-
zultaty z [26]

Na zakonczenie warto jednak wroci¢ do rownan wiezow. Roéwnania te odpowiadaja

rownaniom wynikajacym z zachowania tensora energii-pedu: V, T = 0. W istocie,

biorac pod uwage postac ((5.59)), wzieta do pierwszego rzedu Wl@cznieﬂ

_ 1 —4 -3
Ty = T (6P + Buuw,) = 267703, ) (5.62)

20golne wyrazenie na metryke w [26] jest bardziej kompaktowe od naszego, ze wzgledu na mniejsza
liczbe wspotezynnikow funkeyjnych i uwzglednienie od poczatku dowolnych wymiaréw d. Wyrazenie to
moze by¢ jednak odczytane z naszych rozwiazan, poprzez analize wynikéw dla kilku roznych wymiaro-
wosci d.

3Czesci drugiego rzedu w tensorze energii-pedu prowadza do wyrazen trzeciego rzedu w réwnaniu

v, T = 0.
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i wstawiajac ja do relatywistycznego réwnania Naviera-Stokesa V, T = 0 mozna po-
kaza¢, ze wygenerujemy w ten sposob rownania tozsame z réwnaniami wiezow ((5.22)).
Z (5.62) wynika, ze wspotczynnik lepkosci n = 1/(167G35b%). Wykorzystujac fakt ze

termodynamiczna gesto$é entropii wynosi s = 1/(4G5b*) [26], odczytujemy

n_ 1 (5.63)

5.2 Struktura przyczynowa geometrii

W niniejszym podrozdziale wyznaczymy potozenie horyzontéow: zdarzen i pozornego.
Bardzo wazna rzecza jest sprawdzenie, ze istotnie osobliwos¢ metryki w r = 0 znajduje
sie wewnatrz horyzontu oraz ze oba horyzonty pokrywaja sie we wiodacym rzedzie. Dla
zachowania ogolnosci, w toku dalszych obliczen przyjmiemy posta¢ metryki dana przez

[26], stuszna dla dowolnych wymiarow d:
ds® = —2u,da"(dr + V,dz®) + G, dztda”, (5.64)
gdzie

V, = r’Bu,+71A,

1 -1 -2 1 2r
+ m(_b (V?u + Vlu) +0 uu(S2 -5+ mSB)) — WLVM +
1 1 r?
_b—d—2 —d K
+ uu(4 r S2 + —2(d _ 1) —(b’l")d 251)
Ouw = TQPW + 2b7“2F0W +
1 ) 2 272 1 —2 2r°
— (Tsu — HPWI) Sa) + 20" F* Ty, + HPWI) S1) — T 1K151PW +
— 20*r*Hy(Thp + Tap + Top) + 20*7 Ho(Thp + Tap) (5.65)
oraz
1
=— 1 — (br)9). -
B = sl = ()" (5.66)

5.2.1 Horyzont zdarzen

Zastosujmy teraz metode opisana w (4.2)) dla metryki danej przez (5.64]),(5.65),(5.66]). W

ogolnosci horyzont zdarzen zadany jest rownaniem hiperpowierzchni S(r, z) = const. W
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sytuacji, gdy interesuje nas pozycja horyzontu kowariantnego, funkcja ta musi by¢ Weyl-
niezmiennicza i wyraza si¢ w terminach rozwinieé¢ gradientowych niezaleznych skalaréw,
jakie mamy do dyspozycji w danym rzedzie. Poniewaz w zerowym rzedzie horyzont

zdarzen jest zlokalizowany w r = 1/b, mamy:
S(r,x) = blz)r — g(x), (5.67)

gdzie g(x) jest Weyl-niezmiennicza funkcja, ktorej kolejne wyrazy rozwinecia gradiento-

wego oznaczono jako go(z), g1(x), g2(x),...

9(z) = go(z) + g1(x) + ga(w) +... (5.68)

Kazde gp w powyzszym rozwinieciu jest liniowa kombinacja Weyl-niezmienniczych ska-
laréw k-tego rzedu rozwiniecia gradientowego. W zerowym rzedzie, w go(z) jest
rowne zeru, bowiem nie ma Weyl-niezmienniczych skalarow w tym rzedzie. 7 tego sa-
mego powodu g;(z) = 0 (brak skalar6w w pierwszym rzedzie). W drugim rzedzie mamy

natomiast trzy skalary Sy, Ss 1S3 (5.28), w zwiazku z czym

3
g(z) =Y hFMs,. (5.69)
k=1

Wspoétezynniki hy beda okreslone w toku dalszych obliczenn. W ich terminach, horyzont

zdarzen przybiera postaé

3
1
ren =g (1 +3° h,(fH’Sk> . (5.70)
k=1

Do drugiego rzedu, wektor normalny m dany przez (4.7)) wynosi
m=rdb+0bdr. (5.71)
Wektor ten wygodnie jest wyrazi¢ w terminach Weyl-kowariantnych pochodnych:

m =1 (D,b+bA,)dx" + b dr. (5.72)
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Wykorzystujac otrzymany wezesniej zwiazek (5.36)), przepisujemy ostatni wzor jako

uo u 9 u gl 1 1 2 u 1 1
mto= bt (Vl Caw A= T T sy (W)’ (5.73)
m’ = 2Br?b — Abrut +
1 2 1 1 2 2 1 1
I G T e R R ey L S ey o0
1 1
+ M_Qﬂd_msg. (5.74)

Polozenie horyzontu zdarzen znajdziemy z warunku (4.8]). Ograniczajac sie do zerowego
rzedu tatwo pokazaé, ze m? zeruje sie dokladnie dla r = 1/b. Wstawiajac do réwnania
(4.8) m dane przez (5.73)) oraz r dane przez prawag strone ((5.70)) i rozwijajac wszystko do

drugiego rzedu wlacznie, otrzymujemy

gy _ 2AP+d—4) 1

= B2(d—1)(d—2) d(d—1) 2(1):

plEH) __d+2

2 2d(d — 2)’

(BH) _ 1

hPH = T (5.75)

W ten sposob pozycja horyzontu zdarzen do drugiego rzedu wiacznie zostata wyznaczona

i pokrywa sie ona z wynikiem zaprezentowanym w [26].

5.2.2 Horyzont pozorny

Pozycja horyzontu pozornego zadana jest rownaniem hiperpowierzchni S(r, z) = const,
gdzie S(r,z) jest Weyl-niezmiennicza funkcja skalarng. W rozwinieciu gradientowym
przedstawi¢ ja mozna jako sume uwzgledniajaca wszystkie dostepne, Weyl-niezmiennicze

skalary ,
1
i=1

gdzie hEAH) sa dodatkowymi wspotczynnikami. Zgodnie z (4.3]), w celu ich ustalenia
musimy znalezé wektor v, styczny do A. Wektor ten jest réownoczesnie normalny do m
i spelnia warunek Frobeniusa (4.9). By uwzglednié¢ ten warunek, wygodnie jest wybra¢

specjalny uktad wspolrzednych. Oznaczmy wspotrzedne horyzontu jako y*. Wowcezas
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rozpatrujac warunek S(r(y), z(y)) = const, mozna znalez¢ cechowanie y = x, w ktérym

wektor v przyjmuje postacé

y—of {a% . (2_5) (%) aﬁ} | (5.77)

Wymog Weyl-niezmienniczosci pociaga za soba (do drugiego rzedu wiacznie) zadanie,

by ,.brzegowe” sktadowe v* byly postaci

2 3
v =b (u” - chka“ + ut ZekSk) , (5.78)

k=1 k=1

gdzie ¢ oraz ey sa stalymi. Wykorzystujac (5.77)) mozna pokazaé, ze r-owa sktadowa v
jest postaci

v = —brAu" —rutD,b. (5.79)

Normalizacja implikuje, ze wspotczynniki podtuzne w (5.78|) znikaja: e, = 0 dla
k=0,...,3.

Pozostate wspotezynniki w v nie sg juz dowolne. Aby zagwarantowaé, ze wektor v
zadaje foliacje, nalezy narzuci¢ wspomniany juz warunek Frobeniusa . Prowadzi on

do dwoch typow réwnan:
U[#&,UP] =0 (5.80)
1 1 1
U[Ta,ﬂ)p] = d (01 + C_l - m) Vl[l,u#} +d (CQ — m) VQ[VU#] (5.81)

Znikanie v, 0,v, jest automatyczne, podczas gdy warunek (5.81) przy wykorzystaniu

537) daje

cT =
cp = —— . (5.82)

Ostatecznie wektor v okazal sie wiec jednoznacznie okreslony. Jego sktadowa transwer-

salna wynosi
2

d

1
B— byt b2
v u+d_2 (

VIt V;‘) . (5.83)
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Poniewaz warunek Frobeniusa zostal nalozony na pelna czasoprzestrzen (a nie tylko
na horyzont), wektor v zadaje foliacje pelnej czasoprzestrzeni, przynajmniej w poblizu
horyzontu.

Rzecza interesujaca jest fakt, ze uzyskaliémy Scisty rezultat bez jakichkolwiek dowol-
nosci. Wydaje sie prawdopodobne, zZe ostatnie pozostaje stuszne réwniez w wyzszych
rzedach rozwiniecia gradientowego. By to pokazaé¢ zauwazmy, ze w danym rzedzie k,
v jest kompletnie okreslone w terminach sktadowych v*, a sktadowa v" nie zalezy od
wktadu k-tego rzedu do v*.

Przez analogie do drugiego rzedu, v* w rzedzie k-tym bedzie liniowa kombinacja
wszystkich mozliwych poprzecznych i podtuznych wektoréw. Dalej, hiperpowierzchnia A
jest okreslona poprzez S(r,z) (zob. (5.67)) i w k-tym rzedzie zawiera wszystkie mozliwe
skalary k-tego rzedu. Wektor m normalny do A jest zdefiniowany jako m = dS, zatem
konstrukcja nie zawiera jakichkolwiek innych, wymaganych okresleniu wspotczynnikow.

Rozwazmy teraz warunek normalizacji (4.10)) i rozwinimy wktad v?
G0 ” — 2u, V0" — 2u, 0" 4+ m? = 0. (5.84)

W celu wyznaczenia wkladu k-tego rzedu do (5.84) od v#, wystarczajacym jest wziaé
metryke w zerowym rzedzie. Zauwazmy jednak, ze skoro we wiodacym rzedzie v* jest
proporcjonalna do u#, a G,, jest poprzeczne, czlon pierwszego rzedu po lewej stronie
(5.84) znika dla wszystkich r. Poniewaz w v" nie mamy poprawek od k-tego rzedu v,
jedyny czton ktéry od tego zalezy to u,)V,v*v”. Skoro jednak V, jest réwniez propor-
cjonalne do u,, we wiodgcym rzedzie, cata lewa strona (9.84)) w k-tym rzedzie, zalezy
wylacznie od podhuznych wkladéw do v* w tym rzedzie. Formuta ustala je wiec
catkowicie, nie narzucajac dodatkowych wiezéw na wktady poprzeczne. To co zostaje
w k-tym rzedzie, to wktady skalarne do S(r,z) oraz transwersalne elementy v*. Ale w
zadanym rzedzie, poprzeczne i podtuzne wkiady sa niezalezne, zatem skalarny warunek
0, = 0 w rzedzie k ustala wszystkie wktady do S(r,x). Pozostale, poprzeczne wktady do
v*, wymagane przez foliacje A okreslane sa natomiast przez warunek Frobeniusa ,
doktadnie tak, jak miato to miejsce w drugim rzedzie.

Sprawdzenie, ze wybierajac odpowiednio wktady poprzeczne w wektorze v w k-tym

rzedzie jestesmy w stanie spelni¢ warunek Frobeniusa jest zadaniem trudnym technicznie.
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Argumentem, ze tak powinno by¢ jest fakt, iz warunek ten musi by¢ spetniony przez v*

na horyzoncie zdarzen w dowolnym rzedzie oraz ze v* jest okreslone przez m*.

Przywotujac jawna posta¢ metryki (5.64)), (5.65) oraz (4.11), otrzymujemy

= but+
1, u 1 1 4 11 1 1 1
- _— 9o~ 2L ——
g Oé(u—zxmy+””+va( arb T @—2) (e T wmd+“0
o= —Aubru“thrQb—i-
1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 - . -
b Gmd—2+4®ﬂﬂ+ﬁ“ P R Yo VR TS ey
oraz
1 21 1 1 1 1 1
| — HeZ — _ we___— -
" 28ﬂ<%(dm @=9) oy iyt T T u—zﬂmy+””>
.1
"= g (5.85)

Wykorzystujac (4.3]), do drugiego rzedu wtacznie dostajemy nastepujace ekspansje

1 1 1 1 1
b = (d—-1) <Bbr + . (SI(_(d Py + 2d=1) (br)d—2K2 — 91 1Bb3r3K{)+
1 1 1 1 1 1
" &“d—18+@+4n+1@mﬁ+§uﬁqxd—m&0) (5.86)
i—1 1/ 1 ,
Oy = o + o (WSQ + brK151> : (5.87)

Zgodnie z wczesniej przyjeta konwencja, prim oznacza pochodna po br. Zauwazmy, ze
ostatnie rezultaty sa Weyl-niezmiennicze. W szczegdlnosci, nie ma tutaj cztonéw w pierw-
szym rzedzie, co jest wymogiem Weyl niezmienniczosci. Wykorzystujac , mozemy
z tatwodcia wyznaczy¢ polozenie horyzontu pozornego — zgodnie z , rozpatrujemy
w tym celu warunek 6 (ram) = 0. W ten sposob otrzymujemy horyzont postaci ,

ze wspolezynnikami

2 1
pMn = - Ks(1

L (d—2)d du—1)2(%
h(AH) _ d+ 2

2 2d(d — 2)’

1

pAm _ .

s d(d —1)(d —2) (5.88)
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Poréwnujac ostatni wynik z horyzontem zdarzen (5.75)) stwierdzamy, ze jedyna rdéznica
miedzy nimi wystepuje w cztonie z h;. Wyrazenie

45,
_ - > :
TEH — TAH b2 (d— 1) >0 (5.89)

pokazuje, ze horyzont pozorny jest umiejscowiony wewnatrz, badz pokrywa sie z hory-
zontem zdarzen w tym sensie, ze whiegajaca radialna geodezyjna w pierwszej kolejnosci
przecina horyzont pozorny, a nastepnie horyzont zdarzen (pamietamy, ze r jest para-
metrem afinicznym na geodezyjnej)lﬂ Mozna réwniez pokazaé, ze horyzont pozorny jest
przestrzenny badz zerowy

25,

C(ram) = dd—1) >0, (5.90)

czyli doktadnie tak, jak tego oczekujemy.

4Wynika to z faktu, ze S; jest nieujemne. W istocie, w ukladzie wspotporuszajacym sie z elementem

plynu jedynymi nieznikajacymi skladowymi o, sa o;;. Dalej, S1 = b?c;;0% co implikuje, ze Sy > 0.
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Rozdzial 6

Geometria dualna do hydrodynamiki w

przypadku naladowanym

Rozwazmy pieciowymiarowe dzialanie Einsteina Maxwella postaci

1 12 4
= 167‘[‘GN /d5$\/—g (ﬁ + R — F2 - ?HEABCDEAAFBcFDE) s (61)

przy czym 12/L? jest stala kosmologiczna. Dzialanie pojawia sie na gruncie kom-

paktyfikacji teorii supergrawitacji 1IB [34] 78, [79], przy czym stata Cherna-Simonsa

wynosi 1/2v/3. 7 uwagi jednak na che¢ §ledzenia w obliczeniach wyrazéw z cztonem

Cherna-Simonsa, za [31] i [30] w toku dalszych rozwazan zachowamy ogolna wartosé k.
Dziatanie prowadzi do nastepujacych réwnan ruchu

1
Gap — 6gap + 2FacFF + EQABF(JDFCD = 0,

VBFAB + HEABCDEFBchDE = 0. (62)
Podobnie jak w przypadku nienatadowanym, zdefiniujmy dla wygody

. 1
EZTLAB = GAB —6gAB—I-2FACF§+ §gABFCDFCD,
Mz? = VpFAP + ke*PPEFpcFrp. (6.3)

Rownania (6.3]) posiadaja rozwiazania postaci sferycznie symetrycznych czarnych dziur,
dyskutowane szczegotowo w [34]. Odwolujac sie do [63], prostym rozwiazaniem (6.3)) z
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planarnym horyzontem zdarzen jest

2 12 2
ds®* = —%@dﬁ + Wdrg + %(dwz +dy® + dz2?),

A, = h(r), (6.4)

gdzie

for) = ( —:—é) (1+:—§—%i4) : (6.5)
hry = V3 (lQ _ l) | (6.6)

W terminach korespondencji AdS/CFT, rozwiazania (6.4) sa dualne do termodynamiki
plazmy w stanie rownowagi w ptaskiej przestrzeni Minkowskiego. Horyzont zewnetrzny
umiejscowiony jest w r = rg. Oprdcz niego istnieje rowniez horyzont wewnetrzny, zloka-

lizowany w r = r_, przy czym

2 1, q*
T = §T0 1 + 43 — 1 . (67)
0

Odwotujac si¢ do standardowych technik przejscia do przestrzeni Euklidesowej 711, 63,

temperatura Hawkinga zwiazana z horyzontem zewnetrznym wynosi [38]

2
T:%(u;—rg) . (6.8)
Zauwazmy, ze temperatura ta znika w przypadku ekstremalnej czarnej dziury, odpowia-
dajacym ¢*/r§ = 2.
Zgodnie 7z [38|, potencjal chemiczny zwiazany jest z zachowaniem asymptotycznym
pola cechowania, w naszym przypadku Ay;. W terminach ry i temperatury Hawkinga,
potencjal ten spetia réwnanie

T 2 u?
—rl?= (1 1+ . .
Ty s 9 ( + + 3T2> (6 9)

W toku dalszych rozwazan, wygodnie jest uzy¢ wspotrzednych, ktore sa nieosobliwe na
horyzoncie zewnetrznym. Schwarzschildowskie wspolrzedne uzyte w [38] nie sa do tego

celu uzyteczne, z uwagi na osobliwo$ci na horyzoncie. Podobnie jak mialo to miejsce
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w przypadku nienatladowanym i zgodnie z [25], wybierzemy do tego celu wspolrzedne
Eddingtona-Finkelsteina. Jednakze w odréznieniu od [25], przeskalujemy dodatkowo
wspohrzedna radialng r = ' + F'(r') tak, by uzyska¢ wygodniejsze cechowanie, tozsame z
[26] i identyczne z cechowaniem przyjetym w poprzednim rozdziale. Wowezas rozwiazanie
opisujace naladowang czarna brane przyjmuje postaé

2 2
ds? — 2drdt — %(r)dﬁ—i—r—

2 L2
V3q
2Lr2’

(dz® + dy* + d2?),

A, (6.10)

gdzie funkcja f dana jest réwnaniem (|6.5]).

6.1 Ogodlna postaé¢ rozwigzania

W celu znalezienia metryki i potencjatu wektorowego dualnych do hydrodynamiki, po-
shuzymy sie rachunkiem perturbacyjnym wykorzystujacym opisane wczeéniej rozwiniecia
gradientowe oraz symetrie Weyla. W jego jezyku, obecnosé¢ cztonéw z tadunkiem elek-
trycznym ¢ i stata Cherna-Simonsa implikuje pojawienie sie dodatkowych struktur w gap
i Ag. Oczywiscie spodziewamy sie, ze wszystkie one znikaja w granicy nienatadowanej:
q— 0,k —0.

Analize rozpoczniemy od wprowadzenia podstawowych elementow sktadowych, z kto-
rych bedziemy budowaé rozwiniecia gradientowe metryki i potencjatu wektorowego. Wiel-
kosciami tymi bedg czteropredkosé¢ u,,, wprowadzony przy okazji metryki parametr
b oraz tadunek elektryczny ¢. Ograniczymy sie przy tym do przypadku d = 4 (czaso-
przestrzen pieciowymiarowa) — nie bedziemy zatem dokonywaé¢ uogoélnien pozniejszych
wynikéw na inne, wymiary d, jak miato to miejsce w poprzednim rozdziale.

Prostym rozwiazaniem réwnari ruchu (6.2)) jest metrykall]

ds* = r*(P,, — 2Bu,u,) dz*dz” — 2u,dzdr, (6.11)

1Od tej pory przyjmujemy L = 1.
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gdzidﬂ

1 1 2,6 q?
B=g 1=z (1+a%)+ 5, (6.12)

natomiast P, jest projektorem danym przez . Parametr b w jest odwrotno-
Scia pozycji horyzontu zewnetrznego ry. Rozwiazanie mozna odtworzy¢ z ((6.11)
przechodzac do uktadu w ktorym (u*) = (1,0,0,0). Potencjal wektorowy stowarzyszony
z (6.11)) wynosi

V3¢

W powyzszym wzorze, podobnie jak i w pozniejszych, przyjeto wygodne cechowanie w
ktorym A, = 0. Opisywana tutaj geometria ma osobliwos¢ w r = 0. Osobliwos¢ ta
jest jednak schowana pod horyzontem zdarzen, zlokalizowanym w r = 1/b. Przywotujac

, temperatura Hawkinga zwigzana z tym horyzontem wynosi

1
T=—(2—q¢*"%). 6.14
27Tb( q-b°) (6.14)

Podobnie jak w przypadku nienatladowanym, linie stalych x* w (6.11)) sa wchodzacymi
zerowymi geodezyjnymi, ktére dla duzych r rozchodza sie w kierunkach ustalonych przez
u*, przy czym r jest parametrem afinicznym [44]. Metryka dopuszcza réwniez
male fluktuacje na kierunkach transwersalnych, ktérych skala jest znacznie mniejsza niz
w kierunku radialnym. Parametrem zadajacym skale tych fluktuacji jest b.

Promujac parametry b, ¢, u* do funkcji wspotrzednych transwersalnych x#, rownania
ruchu sg naruszone przez cztony proporcjonalne do gradientow b, g, u*. W celu wyeli-
minowania tych czlonéw, a tym samym zapewnieniu, ze réwnania Einsteina-Maxwella
beda nadal spelnione, ogélniejsza posta¢ metryki oraz potencjatu wektorowego zawierac
musi poprawki w odpowiednim rzedzie rozwiniecia gradientowego. Kazda z tych po-
prawek zbudowana jest ze wszystkich niezaleznych struktur tensorowych dopuszczonym
w danym rzedzie (cztonéw zbudowanych z okreslonej liczby pochodnych podstawowych
wielkosci hydrodynamicznych). Analogicznie jak mialo to miejsce w poprzednim roz-
dziale, rozwigzanie réwnan ruchu znajdziemy rozwijajac wszystkie wielkosci w szeregi

potegowe wokot ustalonego punktu, w naszym przypadku z = 0. Spodziewamy sie przy

ZNotacja zostala tak wybrana by w granicy nienatadowanej (¢ — 0, x — 0) B redukowalo sie do

B(br) zdefiniowanego w [26], a pozostale funkcje maksymalnie przypominaly te z [26].
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tym, ze b, q,u* spelniaja réwnania rézniczkowe, ktére moga by¢ zinterpretowane jako
réwnania hydrodynamiki [25].
Rozwinigcia b, g, u, i h,, sg nast¢pujace
u(z) = u*(0)+ ex®O,ur(0) + O(e?),
b(x) = b0)+ ex®d, b(0) + O(€)
g(z) = q(0) + €20 q(0) + O(e?)

h(2) = D+ O(E). (6.15)

)
)

Powyzej przyjeto uy = {1,0,0,0}, hu(0) = 1w, Oahuw(0) = 0. Weyl-niezmiennicza
posta¢ metryki dopuszczajaca niewielkie fluktuacje na kierunkach transwersalnych (do

drugiego rzedu wtacznie), przyjmuje forme identyczna z (5.12)):
ds®> = (G, — 2u,V,) datda” — 2u,da* (dr + rA,dz"), (6.16)

z tym, ze funkcje V, i G,, dane s teraz przez bardziej skomplikowane wyrazenia. Jak
poprzednio, obecnos$¢ koneksji A, kompensuje pochodne pochodzace z rézniczkowania
czynnika zwiazanego z Weyl-kowariantnymi tensorami.

Rozwazmy teraz rzad po rzedzie konstrukcje metryki i potencjatu wektorowego.

Zerowy rzad

Rozwiazanie w zerowym rzedzie jest niczym innym jak rozwiazaniem ,pchnietej” natado-

wanej czarnej brany (6.11]). Metryka jest wiec w postaci danej przez (5.12)) z
V., = r’Bu,,

g/u/ = TQP;M/; (617)

(w zasadzie jesli ograniczamy sie do wiadacego rzedu, cztony zawierajacy koneksje Weyla

w (p.12)) muga by¢ pominiete, jako ze sg to wyrazenia pierwszego rzedu).

6.1.1 Pierwszy rzad

Aby znalez¢ rozwiazanie w pierwszym rzedzie, musimy sklasyfikowaé¢ wszystkie struktury

tensorowe, jakie moga sie w tym rzedzie pojawi¢. Zawiera¢ one beda nie wiecej niz
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jedna pochodna na kierunkach transwersalnych. Stosujac metody opisane przy okazji

przypadku nienatadowanego, otrzymujemy:

e brak Weyl-niezmienniczych skalaréow,

e jeden Weyl-niezmienniczy pseudowektor

L, = €unpu” D P, (6.18)

e jeden Weyl-niezmienniczy wektor

Vo, = q_lP:Dl,q, (6.19)

e jeden Weyl-niezmienniczy, symetryczny, bezéladowy tensor o wadze Weyla w = —1,
identyczny z tensorem danym przez ((3.34)):

1
O = §D(Muy). (620)

Czesci sktadowe metryki V, i G, wynosza:

V. = T2Buu +rkyl, + bT2F0VE)”,
G = 717°Pu, +20r*Fyo,,, (6.21)

gdzie Fyy, Iy, and F; sa funkcjami Weyl-niezmienniczych br i b3q, ktére dla uproszczenia
pomijamy. Czyniac to mamy jednak na uwadze, ze Fy, F1 i Fo w oznaczaja odpo-
wiednio Fy(br,b3q), Fy(br,b3q) i Fy(br,b3q). Funkcje te sa wyznaczone przez rozwiazania
rownan ruchu w rozwinieciu gradientowym do pierwszego rzedu wtacznie. Czynniki b i r
zostaly wybrane w taki sposob, by zapewni¢ odpowiednie wagi Weyla (oraz czesciowo dla
wygody — taki wybor prowadzi do prostej postaci pézniejszych réwnan rézniczkowych).

Podobnie, niezmienniczo$¢é Weyla implikuje nastepujaca postaé¢ potencjatu wektoro-

N

Wspotezynniki funkeyjne Yy i Yy sa funkcjami br i b3¢, otrzymanymi z rozwigzan réwnari

wego:

3quy,
2r2

+ Yol,, + f/ovou> dat. (6.22)

ruchu. Roéwnania te rozwiazujemy podobnie jak w przypadku nienaladowanym, rozwija-

jac je w szeregi potegowe wokot ustalonego punktu x = 0 przy uzyciu pakietu opisanego
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w Dodatku [Al By otrzymaé postaé¢ niewiadomych Fy, Iy, Fy, Yy, Yy, wstawiamy metryke
i potencjat wektorowy do réwnan Einsteina-Maxwella, rozwijamy je wokét x = 0, a na-
stepnie odczytujemy réwnania rézniczkowe, ktore musza spetnia¢ szukane wspotezynniki
funkcyjne tak, by catos¢ spelniata rownania Einsteina-Maxwella. Réwnania te mozna po-
dzieli¢ na dwie klasy: réwnania wiezow, ktére narzucaja warunki konsystencji na funkcje
b(x),q(x),u*(z) oraz rownania dynamiczne, ktore okreslaja posta¢ wspotezynnikow funk-

cyjnych. Dyskusje warto rozpocza¢ od rownan wiezéw. Réwnaniami tymi sa:

Bin, =0, Ma" =0. (6.23)
Implikuja one
1
80[? = gbaﬂbl,
dog = —qOui, O;q=q b (2—0¢*)0ib — 2¢7 b (1 + 0°¢*)Oous.  (6.24)

W terminach Weyl-niezmienniczych pochodnych, (6.24)) prowadzi do

Db = O,b— Aub,
Dug = 9uq+3A.0 . (6.25)

Uktad ((6.25) przepisa¢ mozna w postaci

°¢* —=2)Db = gb'D,q,
u'D,b = 0. (6.26)

Ostatnie réwnania moga by¢ zinterpretowane jako rownania hydrodynamiki, wynikajace
z zachowania holograficznych tensora energii-pedu i pradu U(1). Majac rozwiazania
rownan wiezoéw mozemy przejs¢ do analizy rownan dynamicznych. W pierwszym rzedzie

spelnienie rownan Einsteina-Maxwella, prowadzi do nastepujacych rownan rézniczkowych
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na wspolezynniki funkeyjne Fy, Fy, F, Yo, Yo

v beq? (2% — 3) + 325 + 22 v V33 gz Fy N
O T 2@ -1 (=@ + 2t +12) " (22— 1) (=S + 2t + 22)
N V3V Fyqx B 1209k
(22 — 1) (=08 + 2* + 22) 22 (22 — 1) (—q?0 + 24 + 22)’
B B2 (22 — 3) & 326+ 22 - 3B F
AL Ctent) e e s 7 Vg +(6.27)
x (22 — 1) (—¢?b5 + a* + 2?) (2 — 1) (—q?5 + a* + 22)
N V3biqz
2(22 —1) (—¢?b5 + 2* + 22)’
o 4/303qY]  BEy
0 - 335 T )
4v/3b%qYy F Fi
Fal//:_\/§(]0_31+317
xt x x?
X (B5q% (2% +1) — 52® + 22) _, 33
2 = -

x (22— 1) (—¢?b5 + x* + 22) 2 (22 — 1) (—¢?b8 + 24 + 22)’
W powyzszych wzorach x = br. Tak jak w przypadku nienatadowanym, prim oznacza
rozniczkowanie po x. Dodatkowo, poniewaz nie ma znaczenia, wokot jakiego punktu
budujemy rozwiniecia w szeregi potegowe, zamieniliSmy by, go na b i q.

Rozwiazujac otrzymujemy
1 B +2 @ (0% +2)

Fh = —— _
0 2br 4bird 4r6 (b5¢2 + 1)
N (b?r? = 1)(=b%¢* + b*r? + b*r?) /°° d 2t (—=b%¢*(1 + 2z) + 2%(3 + 2z + 2?))
9676 . t (1 + 2)2(—05¢2 + 22 + z1)2 ’
4,3
Fo— V3bikg

o (bg2 4+ 1)’
00 1 2
B - / de x(1+x+ x%) |
o (L4 3) (=007 + 22 + 27)
3btkg?

T e we
- V3bg(2+b5¢%)
Yo = T e
\/_b?’ —0°¢2(1+2y) + y2(3 + 2y + 7))
" /b / (L+y)2(=05¢* +y2 +y)2 (0:2%)
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Catkujac (6.27)) wzieliSmy pod uwage dwa warunki: normalizowalnosé¢ metryki i poten-
cjalu wektorowego oraz regularno$¢ na horyzoncie w zerowym rzqdzieﬂ

Warto zauwazy¢, ze w granicy nienatadowanej A, znika (tak jak tego oczekujemy),
natomiast w pierwszym rzedzie jedynym cztonem z nieznikajacym wspotczynnikiem funk-
cyjnym w metryce pozostaje czton z funkcjg Fy. W granicy ¢ — 0, K — 0 funkcja ta

redukuje sie do funkcji F', odtwarzajac rozwiazanie dyskutowane w poprzednim rozdziale.

6.1.2 Drugi rzad

W drugim rzedzie niezalezne, Weyl-niezmiennicze struktury tensorowe, z ktoérych bu-
dowaé¢ bedziemy cze$ci metryki i potencjatu wektorowego, tworzy nastepujacy zestaw

szesciu skalarow Sy ... Sg, pieciu wektorow Vi ... Vs 1 jedenastu tensoréow T; ... T1;:

e Skalary:

S, = b2am,a‘“’,

Sy = bzwww“”,

Sy = bU'R,

Sy = V¢ *P"D,gD.q,

S5 = bzqilpij,uDu(b

Se = V¢ 'P"™,D,q. (6.29)
o Wektory:

Vi, = bP,D,o"",

Vo, = bBLD,w"”,

Vs, = bllop,

‘/zlp, = bq_lo-uaDOéq7

Vs, = bq_lwuaDaq. (6.30)

3W ogolnosci, funkcja Fy zawiera dodatkows staly calkowania ktora nie moze by¢ ustalona w oparciu
o warunki regularnosci na horyzoncie i normalizowalnosci. Wrocimy do tego problemu w sekcji (6.2)),

przy okazji holograficznej rekonstrukeji tensora energii-pedu i pradu U(1).
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e Tensory:
Ty = u’D,ou,
T2W - Cpauﬂuaulga
A A
T3/,LI/ = w# O')\u"_w,/ O
A
T4y1/ = 0, O-Au_gp;wo-aﬁo-“ya
A
Tsp = w, Wy + gPWwagwaﬁ,
Topw = 1150 Dalg,
1
A
T7/W = 56 )\(ucaﬁ,j UUU

TSp,V = q_2H25DanﬁQ7
Tg/,l,l/ = qilnszaDBQ7
TlO,uz/ = qill_[,ojglaDﬁ(L

1 . _
= 3% ﬁ’\al,),\uaq 'Dgq. (6.31)

W (6.31]) HO‘B jest projektorem, stuzacym do tworzenia symetrycznych, bezsladowych
tensoréow:

1 2
e = 5 (P;Pf + PPy — gpa@w) : (6.32)

Podobnie jak w przypadku nienatadowanym R zostal zdefiniowany w [26], natomiast

Clavp oznacza tensor Weyla (3.41). Biorac pod uwage (6.18)), (6.19), (6.20), (6.29),
(6.30)) oraz (6.31), do drugiego rzedu wlacznie otrzymujemy V, i G, postaci

6 5
Vi = r’Bu,+rRl, + b FoVo, +12 Y KiSu, +1Y WiVi,,

i=1 i=1
6 11
Gu = 1°Pu +200°Fy0p, + 1Y LiSiPu + Y HiT,,. (6.33)
i=1 =
W ostatnich wzorach, obok znanych z pierwszego rzedu Fy, Fi, F,, wprowadziliSmy
nastepujace wspotezynniki funkcyjne Ly ...Lg, K1, ...Kg, W1, ... W5, Hy ... Hy1. Wszystkie
one sy funkcjami dwoch wielkoéci skalarnych: br oraz ¢b®. Potencjal wektorowy ma

postac:

=1 =1

A= (fq L+ Yol +Y0V0H+rZNSuH+ZYVW> da*. (6.34)
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6.1. OGOLNA POSTAC ROZWIAZANIA

W celu ustalenia 39 funkcji K;, L;, N; (i =1,...,6), W, Y; (i =1,...,5), H; (i =1,...,11)
stosujac opisang wczedniej metode, ogdlna posta¢ metryki i potencjatu wektorowego

(6.33) 1 (6.34) wstawiamy do rownan (6.2)) i rozwijamy wokot x = 0 do drugiego rzedu
wlacznie. Analize rozpoczynamy od rozwigzania rownan wiezéw (6.23). Roéwnania te

narzucaja wiezy na rozwiniecia g, b, u, i h,,. Wiezy te prowadza do nastepujacych

zwiazkow:
Db — S b3q*Ss (054 + 2) u,, Vi, b2¢*Syu,
P 6 —300¢%2  4(b5¢q% —2) (V8¢ + 1)  b8q2 —2  —4b12¢* 4 405¢% + 8
N b'¢*Vo, 307¢*Vy, 2V/3b°kq° Ssu,
2 — bSq2 (bSq2 — 2>2 —q4b12 4 15¢2 4 2’
Sy (b%¢2 + 2 Vq:S 2v/3b%kq%S
D,q g5 (0°¢° + 2) uy, q°S4Uy V3b%kq 6Uy + Vo (6.35)

4(b7q% +b) 4b8¢% + 4 bSq? + 1

Podobnie jak miato to miejsce w pierwszym rzedzie, ostatnie rownania mozna zinterpre-

towaé jako rownania hydrodynamiki odpowiadajace zachowaniu tensora energii-pedu i

pradu U(1). Wrocimy do tego przy okazji holograficznej rekonstrukeji 7+ i J*.
Wykorzystujac (6.35) mozna pokazaé, ze zachodzi

b7q2
auAu - aVAu = 2_—b6q2(DVVE)u - Du‘/()u)a
1
a/,LAI/ - al/Ap, = _é(‘Dl/%u - D,u%l/)' (636>
Wynika stad, ze
0.A, — 0,4, =0, (6.37)
D,Vo, — D, Vo, = 0. (6.38)

Przejdzmy teraz do rownan dynamicznych. W analogii do przypadku nienatadowa-
nego, rownania te dzielimy na sektory: skalarny, wektorowy i tensorowy. Nastepnie
analizujemy elementy rozwini¢¢ gradientowych b, ¢, u, i h,, W poszczegélnych réwna-
niach odpowiednich sektoréow, stosujac metody opisane w poprzednim rozdziale. Sektor

rownan skalarnych tworza
Mzg=0, Mx,=0, FEinyg=0, FEin, =0. (6.39)
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Z powyzszych otrzymujemy réwnania rozniczkowe na funkcje K, L;, N; (i = 1...6). Dalej,

w sektorze funkcji wektorowych
M.Z'l:O, M.CL’QZO,MJJ;),:O,
Einh« == 0, EiTLQr == 0, Eingr == 0, (640)

dostaniemy zwiazki na W; oraz Y; (i = 1..5).

Sektor rownan tensorowych tworza
Einlg = 0, Einm = 0, Ein23 = O, (641)
Einn = O, EiTLQQ = 0, Eingg = 0. (642)

Podobnie jak w przypadku nienatadowanym, rownania na brakujace wspotczynniki funk-
cyjne Hy ... Hy; dostaniemy z analizy sprawdzajac, ze beda przez nie spet-
nione.

Otrzymane réwnania rozniczkowe daja sie odcatkowaé — odpowiednie rozwigzania
zebrane sa w Dodatku [B] Jak poprzednio, ustalajac stale calkowania braliémy pod uwage

warunki normalizowalnosci oraz regularnosci na horyzoncieﬁ

6.2 Tensor energii-pedu i prad U(1)

Obecnosé tadunku elektrycznego po stronie grawitacyjnej przeklada sie na istnienie sto-
warzyszonego z nim pradu U(1) — J#. Dyskusje rozpocznijmy od wyznaczenia T+,
danego przez . W tym celu potrzebne nam beda krzywizny zewnetrzne oraz za-
chowanie asymptotyczne znalezionych wspotczynnikow funkcyjnych. Generalnie zapre-
zentowane obliczenia te nie r6znig sie znaczaco od zaprezentowanych w (5.1.1) z tym, ze
mamy tutaj wieksza liczbe cztonéw. Z tego wzgledu rachunek jest bardziej ktopotliwy
i wymaga uwaznego przeSledzenia granicy r — oo. By efektywnie poradzi¢ sobie z po-

tencjalnie rozbieznymi wyrazami, wygodnie jest zbiera¢ wspolczynniki przy potencjalnie

4(0zes¢ stalych calkowania, ktore nie mogly byé ustalone w oparciu o te warunki zostala wybrana w
taki sposob, by zagwarantowaé spelnienie warunkéw Landaua (3.15)), dla wyliczonych pézniej tensora
energii-pedu i pradu U(1).
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6.2. TENSOR ENERGII-PEDU I PRAD U(1)

rozbieznych czlonach, takich jak r czy r%2. Majac to na uwadze i powtarzajac etapy

obliczen przedstawione w (5.1.1)), otrzymujemy nastepujacy 7,

1 1+ b6q2 QO'W, 2(1 + CI)TIW/ 2T2’wj 201 T3MV
Tw = Y5rcn (T (B Bun) — = o S g g S
2T, 4b*?(—1+ b5¢(1262 — 1)) 2v/307 %K T s 1
+ 0 + 1+ bog? 5uv TquQ 6uv T B2 s +
c c
+ 55T + 25 Do ) (6.43)
gdzie
bog? + 1 /°° dz
6 = —
! 2 W52+ x4 2%
Cg = dil?ps»(ﬂf), Cg = / dil?p9(93)> Cio = / dil?plo(lﬂ),
1 1 1

z ps(), po(x), pro(x) zdefiniowanych w Dodatku [Bf (razem z rozwigzaniami réwnan dru-
giego rzedu).

Rezultat pokrywa sie z wynikiem przedstawionym w [26] dla d = 4 w granicy
qg = 0, Kk = 0. Majac mozna 7z tatwoscia odczyta¢ wspotezynniki transportu.
Zauwazmy, ze rownanie stanu ma posta¢ p = 3p czyli doktadnie tak, jak tego oczekujemy

dla teorii konforemnej, przy czym

3 1 9 9
p=m<b—4+bq). (644)

Ostatnia formuta ukazuje interesujgca dualno$é¢ — niezmienniczo$é wzgledem przeksztat-
cen:

R

bq’

) q

g — (6.45)

b3

Pod wplywem tych przeksztalcen odwrdceniu ulega Weyl-niezmiennicza wielkosé b3q:

1
b3 — 6.46
1 i, (6.46)

Dualnosé te mozna réwniez w prosty sposob przepisa¢ w terminach temperatury 7' i

potencjatu chemicznego pu.
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Holograficzny prad U (1)E| dany jest nastepujaca formula [31]

. A,
J'u N Tlggo 87TGN'

(6.47)

Wstawiajac do powyzszego wzoru asymptotyki potencjatu wektorowego, dostajemy

;o 1 (\/gquu 3b*q?kl, B V3b3q(2 + b°¢?) 3v/3bq Vo4
T BrGy N 2 2(1+05¢2)  8(1+b5¢2)b °* " 8(1+bSg2)
33073 K2 B 3b*kq? v 2a4 (b6q2+1)+\/§b9q3v N
(1+05¢2)2 2" 2 (bog2 +1)° " 160% (b2 + 1)
Dog? + 1) + /30 (24n% — 1) ¢* — v/3D
as (0q° + 1) + V/3b° (24x : )a* =3 qm)_ (6.48)
862 (52 + 1)

przy czym state ay i as zostaly zdefiniowane w Dodatku . Postac¢ (6.48]) zawiera wartosci
wspotczynnikéw zwigzane z transportem tadunku.

Warto zaznaczy¢, ze zaréwno metryka jak i potencjat wektorowy zawieraja w ogol-
nosci dodatkowe state catkowania, ktore nie moga by¢ wyznaczone w oparciu o warunki
regularnosci na horyzoncie i normalizowalnosci metryki oraz potencjalu wektorowego. W
ostatecznych rozwiazaniach, przyjeliémy taki ich wybor, ktéry gwarantowal spetnienie
warunkow Landaua dla T i J*. Podobnie jak miato to miejsce w przypadku nie-
natadowanym, warunki te jednoznacznie okreslaja wszystkie state catkowania w metryce

i potencjale wektorowym.

6.3 Struktura przyczynowa

6.3.1 Horyzont zdarzen

W niniejszej sekcji zastosujemy metodologie opisana w (4.2)) 1 (5.2.1)) dla metryki z tadun-
kiem elektrycznym i cztonem Cherna-Simonsa. Zaczniemy od wypisania najogolniejsze;j

formy funkcji skalarnej S(r, z), generujacej rownanie hiperpowierzchni horyzontu. Roz-

winiecie gradientowe S(r,x) dane jest przez (5.67)), przy czym g(x) = go(x) + g1(z) +

5Fizyczny prad, ktorego zerowa skladowa zadaje gesto$é energii rézni sie od zaprezentowanego o

czynnik 27, co jest wynikiem zaadoptowanej wczesniej tu normalizacji potencjalu chemicznego.
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g2(x) + ... we wzorze bedzie teraz Weyl niezmiennicza funkcja zalezna od dwoch
argumentéw: b i gq. Poniewaz w zerowym rzedzie nie mamy niezmienniczych skalaréw,
go(x) jest funkcja o wadze Weyla zero, tzn. zalezy jedynie od b3q. Dalej, przywolujac
(6.29) widzimy, ze w pierwszym rzedzie rowniez nie ma skalaréw, mamy natomiast szes¢

skalarow w rzedzie drugim. Pociaga to za soba:

golz) = 1
gi(x) = 0
g(z) = Y (), (6.49)

przy czym S; dane sa przez , natomiast wspotczynniki hEEH) zostang okreslone
w toku dalszej analizy. W przeciwienstwie do przypadku nienaladowanego, hZ(EH) nie
sa stalymi wspolczynnikami, a funkcjami zmiennej ¢b* (dla wygody pozniej bedziemy
opuszczaé ten argument).

Ogolne wyrazenie na pozycje horyzontu zdarzen jest postaci
1 6
ren =5 (/\ +3 h,(fmsk) . (6.50)
k=1

Wektor normalny do hiperpowierzchni S(r, z) = const wWynosi
m =1 db+bdr+dX. (6.51)
Przepisujac powyzsze w terminach Weyl-kowariantnych pochodnych D,b i D,q, mamy
m = (rDub+ N (b’Dyuq + 3¢b*D,b)) dat + b (dr + rA,dat) . (6.52)

Horyzont zdarzen jest zerowa hiperpowierzchnia, ktérej réwnanie zadaje m? = 0. We
wiodacym rzedzie warunek ten ma dwa rozwiazania: A = 1, co odpowiada horyzontowi
zewnetrznemu w zerowym rzedzie i A = r_, gdzie r_ jest dany przez (6.7). Ten ostatni
jest horyzontem wewnetrznym natadowanej czarnej brany. Krotka dyskusje horyzontu
wewnetrznego przedstawimy pod koniec tej sekcji; pokazemy przy tym, ze zwiazane sa z

nim osobliwosci wykluczajace uzycie formalizmu rozwinieé¢ gradientowych.
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Kladac w (6.52) A = 1 i wstawiajac do niego otrzymane wczesniej postaci D,b oraz
D,,q dane przez (6.35), otrzymujemy:

m, = b, + b *rVo, rSiuy, boq*rSs (b°¢* + 2) uy,
2052 | 6352 | 4 (b2 — 2) (b5q® + 1)
brvi, b 2q*rSyuy, 3b7q27°V4M 2\/3()9/{(]37“3616“
bog* —2  —4b12¢* + 40%¢* + 8 (1S¢q2 — 2)2 — @202 4+ 16¢2 + 2’

m, = b. (6.53)

Rownanie m? = 0 ustala wszystkie funkcje pojawiajace sie w (6.50)). Uwzgledniajac
(6.53), znajdujemy horyzont zewnetrzny dany przez (6.50)) z h,(CEH) postaci

p(ED 3(b5¢% —2) Ky (b3q,1) + 1
! 3 (b8q2 — 2)2 ’
h(EH) _ 2b12/ﬁ22q4 B 9 — 2b6q2
2 - 5 (66(]2 + 1)2 12(2 _ b6q2)’
pem o 1
3 12(2 — b6¢2)’
h(EH) . K4 (bgq, 1) b12q4 (17b12q4 + 28b6q2 + 20)
! B2 —2  32(b5q2 —2)° (g2 +1)°
h(EH) _ K5 (b?’q7 1) _ b6q2 <b6q2 + 2)
5 bog2 — 2 4 (b18q6 — 3b12¢* + 4)’
EH) 4 (b'8¢% — 305¢ — 2) K¢ (b%q, 1) + V3 kq® (V9¢ + 4) (305> + 2)

o 4 (=b2g" + 15¢? + 2) ‘

Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze w granicy ¢ — 0 powyzszy wzor redukuje
sie do (5.75)) (dla d =4) i co za tym idzie pozostaje zgodny z [26].

Wewnetrzny horyzont zdarzen do drugiego rzedu wilacznie dany jest wyrazeniem
r=7r_++ h151 + hQSQ + h353 + h4S4 + h5S5 + hﬁSﬁ, (654)

gdzie wspolezynniki funkeyjne h; zostaly przedstawione w Dodatku [C] Przygladajac sie
jawnym postaciom tych funkcji widzimy, ze cze$¢ z nich rozbiega si¢ na wewnetrznym
horyzoncie zdarzen w r = r_. Osobliwosci tego typu sa bezposrednia konsekwencja

osobliwego zachowania metryki i potencjatu wektorowego na horyzoncie wewnetrznym,
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poczawszy od pierwszego rzedu. Ostatni fakt wskazuje na zatamywanie si¢ rachunku
bazujacego na rozwinieciach gradientowych we wspomnianym obszarze.

Interesujacym wydaje sie zbadanie granicy ekstremalnej w ktorej r— = 1/b, a oba
horyzonty zdarzer: zewnetrzny i wewnetrzny pokrywaja sie. Granica ta odpowiada b3q =
V2. W tym przypadku poprawki z rozwinie¢ gradientowych na horyzoncie zawieraja
rozbiezne catki. Raz jeszcze implikuje to, ze konstrukcja rozwinie¢ gradientowych traci

sens w granicy ekstremalnej [30].

6.3.2 Horyzont pozorny

Analogicznie jak miato to miejsce w przypadku horyzontu zdarzen, ponizej powtorzymy
kroki przedstawione w oraz dla przypadku geometrii dualnej do hydrodyna-
miki z zachowanym pradem. Niech jak poprzednio A oznacza zalezny od czasu horyzont
pozorny, bedacy zbiorem hiperpowierzchni zdefiniowanych przez Weyl-niezmiennicza,

skalarna funkcje S(r,z). W rozwinieciu gradientowym do drugiego rzedu mamy

6
1
ram =7 (1 +3° hff‘H)Sk) : (6.55)
k=1

Weyl-niezmienniczy wektor v, normalny do marginalnie zewnetrznych powierzchni zla-

panych, ktore foliujg horyzont A wynosi

5 6
v =b (u“ +b (aOVO“ +al* + Z cka“> + ut Z ekSk) ) (6.56)

k=1 k=1
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do przypadku nienatadowanego dyskutowanego w
mamy tutaj cztony w pierwszym rzedzie. Dodatkowo wspodtezynniki ay, ¢k, e sa funk-
cjami ¢b® (dla uproszczenia zapisu opusciliémy ten argument). Wykorzystujac oraz
przywotujac (5.77) (i zwiazane z nim rozumowanie), mozna pokazaé, ze r-owa sktadowa

¥ Wynosi

v = —brA,u" —rutD,b — br (bA, + D,b) (agVo" + ail*) . (6.57)

Naktadajac wygodny warunek unormowania (4.10) tatwo pokazaé, ze cztony podtuzne w
v* znikaja: e = 0 dla kK = 0,...,6. Pozostate wspotczynniki funkcyjne ustala warunek

Frobeniusa (4.9)). Znikanie vy,0,v,) jest automatyczne, podczas gdy warunki vy,0,v, = 0
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s3 juz nietrywialne i ustalaja pozostala dowolnos¢ w v. W pierwszym rzedzie rozwinieé

gradientowych mamy

30°¢2 (b5 + 2)

B = =7 (b12¢* — b2 — 2)’
V3kg?
a; = —m s (658)
podczas gdy w drugim
= ! Wi (bg,1
G = 196(]2——2 — Wi ( q, ) )
1 6b12q4/€2
o = = —————,
2 (14 0b5¢%)?
2V/3V kP Fy (¢, 1)
oy = WIMROED y (4,1),
. 3b0¢? N 3b9¢% (1°¢° + 2) Fy (b’q, 1) W (1)
LT s —2)2 T 2152 —2) (b5¢2 + 1) 1)
s = —Ws(b%q,1). (6.59)

By pokazaé, ze warunek Frobeniusa (4.9) jest faktycznie spelniony, nalezy wykorzystac
wezesniej otrzymane zwiazki (6.37)), (6.38)), ktore implikuja, ze komutatory [0, .A,] oraz

Dy, Vo,| sa trzeciego rzedu na rozwiazaniach hydrodynamiki.

Tym sposobem pokazalisémy, ze podobnie jak w przypadku nienaladowanym (5.2.2)),
wektor zadajacy foliacje v nie zawiera jakichkolwiek dowolnosci, o ile tylko zadalismy A.
Podobnie przywolujac dyskusje opisana przy okazji , wydaje sie prawdopodobne,
ze zachodzi to rowniez dla wyzszych rzedow rozwiniecia gradientowego (poczawszy od
trzeciego). Dalej, rowniez w analogii do przypadku nienatadowanego, poniewaz warunek
Frobeniusa zostal narzucony na petlna czasoprzestrzen, a nie na sam horyzont, wektor v
zadaje foliacje pelnej czasoprzestrzeni, przynajmniej w jego poblizu.

Zerowe normalne do lisci foliacji A zadane sa przez (4.11)), z parametrem ewolucji
C = %02. Jak pamietamy, znak parametru ewolucji informuje czy A jest przestrzenne

(C > 0), czasowe (C' < 0) czy zerowe (C' = 0).

Aby ustali¢ pozycje horyzontu pozornego, koniecznym staje sie obliczenie ekspancji
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0(¢) 1 O(»y danych przez (4.3)). Wykorzystujac jawna posta¢ metryki otrzymujemy

6
O = 3bBr+Y 045, (6.60)
k=1
3 =0
O = —— o 61

przy czym wspoélczynniki funkcyjne Qéf)) and 9((7,3 zostaly zebrane w Dodatku @ Za-

uwazmy, ze powyzszy rezultat jest Weyl-niezmienniczy. W szczegolnosci, nie za-
wiera czlonéow w pierwszym rzedzie, co jest odbiciem faktu, ze nie ma tutaj niezaleznych,
Weyl-niezmienniczych skalaréow. Majac mozna juz tatwo wyznaczy¢ potozenie ho-
ryzontu pozornego. Polozenie to zadane jest réwnaniem 6y (ram) = 0. Rozwiazujac je

do drugiego rzedu wtacznie, dostajemy horyzont postaci (6.55)), ze wspotezynnikami:

AR _ Ky (%q,1)
( _ Mm\0e

bSq2 — 2’
A _ 9 — 20%¢2 2b12K2¢*
2 12 (b5 —2) 5 (bSq2 + 1)*’
pAH) 1
3 12 (b5q2 — 2)’
A _ Ky (b3q,1)  05¢% (b*1¢® — 1020'8¢5 — 2440'2¢* — 232b8¢2 — 64)
! b —2 32 (152 — 2)" (152 + 1)° ’
h(AH) _ K5 <b3q, 1) _ b6q2 (b6q2 + 2)
5 W =2 452 —2)* (08¢% + 1)
poam _ Ke(e,1) V3bkg® (3b"¢* + 146°* + 8) (6.62)
0 b5q? — 2 4(08g2 — 22 (g2 + 1) :

Latwo sprawdzi¢, ze powyzsza formuta redukuje sie do (5.75) w granicy ¢ — 0, k — 0.
Jak pamietamy z poprzedniego rozdziatu, w przypadku nienatadowanym (zob. [54] 50])

roznica miedzy horyzontem zdarzen, a horyzontem pozornym przejawia sie¢ w réznicy w

cztonach hy. W przypadku naladowanym, poréwnujac (6.54) z (6.62) stwierdzamy, ze
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oba horyzonty réznia si¢ dodatkowo cztonem przy skalarze Sy:

1
(EH) _ (AH)

h W+ s e (6.63)

642 (102 1+ 2)?
hElEH) _ hELAH)+ bq” (b°¢° + 4) (6.64)

2 (bSq2 — 2)
Wyrazenie
11 1 Vg (°¢2 + 2)°

— = | = > 6.65
TEH —TAH = (g2 —2)? <351 + (g2 —2) Sy ] >0, (6.65)

jawnie pokazujeﬁ, ze horyzont pozorny znajduje sie wewnatrz badz pokrywa si¢ z hory-
zontem zdarzen w tym sensie, ze wchodzace radialne zerowe geodezyjne najpierw prze-
cinaja horyzont zdarzeni, a nastepnie horyzont pozorny. W podobny sposéb tatwo jest

sprawdzi¢, ze horyzont pozorny jest zerowy badz przestrzenny

1 1, | 05¢* (1> +2)°
> .
C(ram) = 2= 5g) <351 + 2 (g 2)254 0, (6.66)

a wiec doktadnie tak, jak tego oczekujemy.

60ba skalary S; i Sy sa dodatnie.
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Rozdzial 7
Prady entropii

Ponizej znajdziemy holograficzne prady entropii zwigzane z horyzontem zdarzen i ho-
ryzontem pozornym dla metryk dualnych do hydrodynamiki przy braku jakichkolwiek
zachowanych pradéow oprocz tensora energii-pedu (przypadek nienatadowany) oraz za-

chowanym pradem U(1) (przypadek natadowany).

7.1 Przypadek nienaladowany

Przywotujac dyskusje zaprezentowana w (3.1)) widzimy, ze prad entropii jest wielkoscia
hydrodynamiczna, dajaca sie skonstruowaé¢ w ramach rozwiniecia gradientowego. Ze-
rowy rzad rozwiniecia odpowiada przypadkowi globalnej réwnowagi termodynamicznej,
w ktorym to mozemy przypisa¢ uktadowi termodynamiczna entropie. Kolejne wyrazy
reprezentuja stany nieréwnowagowe. W ogolnosci, cztony wyzszych rzedéw mozna zbu-
dowac ze wszystkich mozliwych, dopuszczonych przez symetri¢ wektoréw. W przypadku
nienatadowanym mamy pie¢ takich cztonow: trzy cztony podiuzne zwigzane z trzema
skalarami Sy, So, S3 1 dwa czlony poprzeczne zwigzane z wektorami Vi, i V3. Ogolne
wyrazenie na hydrodynamiczny prad entropii jest wiec nastepujace:
2 3
S = jg (w +b> Vi + (ijsk> u“) : (7.1)
k=1 k=1
Wspoétezynnik jo jest stala proporcjonalnosci dobranag w taki sposéb, by w zerowym

rzedzie SO odtwarzato gestosé entropii. Wspotezynniki j;i- oraz j,L' musza by¢ wybrane w
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taki sposob, by zagwarantowaé, ze dywergencja pradu entropii ([7.1)) bedzie nieujemna na
rozwigzaniach rownan hydrodynamiki.
Dywergencja pradu entropii (|7.1)) do trzeciego rzedu rozwiniecia gradientowego wynosi

o, -1
2 2
jo '0¢iD, St = Eba“” [% —bd(d - 2) (j;J —~ %) W™,

1
— bd(d — 2) ( ” m) (O'“)\O')\y + 'U/)\,D)\O'/“, + C“aylguauﬁ) +

+ ((]1 — ji)bd + Tw> u D)\J,W]
+ V(i 42D, Do + ... (7.2)

W powyzszym wzorze wstawiliSmy jawng posta¢ skalarow Sy, ..., Sg oraz wektorow Vi, i
Vs, dana przez (5.28)), (5.29). Powtarzajac rozumowanie przedstawione w [11] dla d = 4,
mozna ustali¢ niektore wspotezynniki wystepujace w . Argumenty pozwalajace to
zrobi¢ bazuja na obserwacji, ze lokalna nieujemnosé powinna zachodzi¢ w sytuacji, gdy
tensor lepkosci (czton z 0,,,) znika w dowolnym punkcie, jak réwniez wowczas, gdy jest on
dowolnie matly (jesli jest dostatecznie duzy, wowczas 0,0 jest wkladem dominujacym

i nie ma jakichkolwiek innych wiezow). Pierwszy warunek implikuje
i = -2, (7.3)

podczas gdy drugi zeruje wszystkie wktady naruszajace nieujemnosé dla bardzo matych

O

o 1
S dd-2)

|
jy+jy==(d—2)j} and j)

5 (7.4)

Zauwazmy, ze j; pojawia si¢ w dywergencji jedynie w kombinacji j; + j5. Przeskalowu-

jac ji i jg z zachowaniem ich sumy, nie zmieniamy dywergencji. Dowolnos$¢ pojawia sie

wiec jako wynik modyfikacji pradu entropii poprzez dodanie cztonu o zerowej dywergencji
[26, 44, 54], co jednoczesnie nie zmienia lokalnego tempa produkeji entropii. Poniewaz

w trzecim rzedzie rozwiniecia gradientowego nie ma dalszych wiezéw, j; pozostaje jedy-

nym nieokreslonym parametrem w dywergencji pradu entropii (7.2 . Co wiecej, rezultaty
przedstawione w [44], 26] oraz [54] pokazuja, ze j‘l‘ nie jest ustalane w toku analizy wy-

razow wyzszych rzedow — dualna, grawitacyjna konstrukcja gwarantujaca nieujemno$é
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dywergencji musi zawiera¢ wiec w sobie dowolnosé¢ w jﬂ. Wynika stad, ze jesli pojecie

lokalnej produkeji entropii dla uktadéw bliskich stanowi rownowagi ma sens, musi istnie¢
dodatkowy wiaz na hydrodynamiczny prad entropii.

Problem konstrukcji kandydata na hydrodynamiczny prad entropii po stronie gra-
witacyjnej dualnosci AdS/CFT zostal po raz pierwszy poruszony w [44], a nastepnie
uogdlniony na przypadek stabo zakrzywionych przestrzeni brzegowych w dowolnych wy-
miarach w [26]. Artykuly te opieraja si¢ na uzyciu tzw. mapy przestrzenno-brzegowej E|
Mapa ta zdefiniowana jest przez zerowe geodezyjne, uzupelione o dyfeomorfizmy brze-
gowe przeksztalcajace forme horyzontu, badZz dowolnej innej hiperpowierzchni spetnia-
jacej twierdzenie Hawkinga o polu, w dualny prad o nieznikajacej dywergencji. Gltéwna
motywacja dla mapowania wzdtuz wchodzacych zerowych geodezyjnych jest przyczyno-
wos¢é. Warunek ten dla mapy przestrzenno-brzegowej jest samozgodny tylko i wylacznie
wtedy, gdy entropia jest przyczynowaﬂ. Wielkos¢ taka otrzymamy wybierajac jako hory-
zont, horyzont pozorny. Ten ostatni, wraz z horyzontem zdarzen, nalezy do zbioru tzw.
,2uogolnionych horyzontow”, wprowadzonych w [54].

Punktem startowym w rozwazaniach nad geometryczng definicjg grawitacyjnego pradu

entropii jest pole wektorowe v, styczne do horyzontu A. Zgodnie z przewidywaniami

I Mapa. przestrzenno-brzegowa przyporzadkowuje punkty na horyzoncie pozornym, horyzoncie zda-
rzen badz jakiejkolwiek innej hiperpowierzchni speiniajacej twierdzenie Hawkinga o polu, punktom le-
zacym na tej samej zerowej geodezyjnej, przesunietym w poblize brzegu w kierunku ustalonym przez
zadane pole wektorowe. W zerowym rzedzie pole to jest proporcjonalne do u*, natomiast w pierwszym
rzedzie dochodza poprawki modyfikujace prad entropii w drugim rzedzie. W zastosowanym przez nas
cechowaniu , mapa przestrzenno-brzegowa dziala trywialnie na punkty o tej samej wspolrzednej
x#. Nalezy przy tym pamietaé, ze kazda taka mapa moze by¢ uogélniona poprzez wyboér dyfeomorfizmu
brzegowego, generowanego innym wektorem na brzegu. Wektor taki, o ile jest niezerowy, we wiodacym
rzedzie rozwiniecia gradientowego musi byé¢ proporcjonalny do u* — to z kolei modyfikuje dualny prad
entropii w rzedzie drugim i wyzszych. Okazuje sie, ze jedynym parametrem w (|7.1), zmienianym przez
wspomniany dyfeomorfizm jest j‘ll. Szczegotowa dyskusja problemu mapy przestrzenno-brzegowej zostala

przedstawiona w [44].
2(Qstabienie warunku przyczynowosci dla mapy przestrzenno-brzegowej nie bylo jak dotad dyskuto-

wane. W tym miejscu nalezy jednak nadmienié, ze chociaz mapowanie wzdluz wbiegajacych zerowych
geodezyjnych wydaje sie przyczynowe, brzegowe dyfeomorfizmy odpowiadajace tej mapie moga w ogol-

nosci prowadzi¢ do pogwalcenia przyczynowosci.
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[54], w kontekscie horyzontow uogolnionych, bedacych hiperpowierzchniami spetniaja-
cymi twierdzenie Hawkinga o polu, jedna z motywacji wyboru wektora v jest to, ze
zmiana formy powierzchni na horyzoncie moze by¢ wyrazona w terminach ekspansji ¢

wzdtuz v
1
QU:_E’U q7 75
0= "7 Va (7.5)

gdzie ¢ jest wyznacznikiem metryki indukowanej gap (4.2). Druga zasade termodynamiki

mozemy nastepnie przettumaczyé na warunek niemalejacej powierzchni:
0wy = 0. (7.6)

Na horyzoncie pozornym powierzchnia ta jest dana przez 0 = 0, 0,,) < 01 C > 0.
Odpowiedni prad moze by¢ otrzymany z v, poprzez przepisanie lewej strony ([7.6) dla
zadanej mapy przestrzenno-brzegowej. Tak skonstruowany prad jest kandydatem na
prad entropii. Zgodnie z [54], wynosi on

11 /G

v—= — oM. 7.7
4GNb g?} ( )

Czynnik normalizacyjny w ([7.7)) wyznaczony jest przez warunek zgodnosci z termodyna-
miczna entropia w zerowym rzedzie. Dodatkowo warunek gwarantuje, ze dywergen-
cja S* jest proporcjonalna do ekspansji v, w zwiazku z czym druga zasada termodynamiki
jest speliona.

Latwo sprawdzi¢, ze formula obowiazuje dla trywialnej mapy przestrzenno-
brzegowej wzdtuz zerowych geodezyjnych, ktére w poblizu brzegu skierowane sa wzdtuz
wektora u*. W przypadku konforemnym, kierunek ten moze by¢ zmodyfikowany jedynie
poprzez cztony drugiego i wyzszych rzedéw, ktére modyfikuja prad entropii poczynajac
od trzeciego rzedu, a zatem sa poza obszarem zainteresowan niniejszej pracy. Dalej, za-
prezentowana tu mapa przestrzenno-brzegowa nie zawiera brzegowych dyfeomorfizmow
czesciowo z powodu probleméw z przyczynowoscia (zob. [50]). Ostatni fakt implikuje, ze
prowadzi do jednoznacznej definicji pradu entropii do drugiego rzedu wilacznie.

Wyznacznik metryki G moze byé¢ wyrazony jako

11
_ .2(d-1) _ -
G = r2d-Dg (1 K\ (1)8) + 3 (br)252) . (7.8)

94



7.2. PRZYPADEK NALADOWANY

Wektor v jest jednoznacznie okreslony przez warunki samozgodnosci i dany przez ([5.78|)
oraz (5.79). Prawa strona ((7.7) na horyzoncie pozornym (5.88)), przy wykorzystaniu ((7.8)
prowadzi do pradu (7.1]), ze wspotezynnikami ji- i ji

2 1
L L

Wspotezynniki jy zaleza od radialnej pozycji horyzontu i dla horyzontu pozornego, wy-
n0Sz3a

Y ) 2(d-1)

Jiam 1() d 2(>+d(d_2)7

2AH 2d (d — 2)’

1
il - _ 7.10

Mozna tatwo pokazaé, ze wspolczynniki (7.10) spelniaja warunki (7.3)) i (7.4). W ana-
logiczny sposob, wykorzystujac formute ((7.7)), jestesmy w stanie znalezé prad entropii
zwiazany z horyzontem zdarzen[20, 54]. Oba prady pokrywaja sie z doktadnoscia do

cztonoéw podtuznych w drugim rzedzie przy skalarze Si:

. . 4
J|1|EH - ]|1|AH ) (7.11)

( jll‘E y dotyczy horyzontu zdarzen, j‘ll . horyzontu pozornego). Przywolujac twierdzenie

Hawkinga o polu, dla horyzontu pozornego do drugiego rzedu witacznie dostajemy

25
9(”)|T:TAH = 71 (7.12)

Wrynika stad, ze dywergencja pradu entropii jest nieujemna. Ostatni fakt zgadza sie z
rezultatem hydrodynamicznym . Wyznaczenie poprawek w trzecim rzedzie wymaga
geometrii w trzecim rzedzie, ktora jak dotad nie zostata poznana. Nie mniej jednak zgod-
no$é¢ gwarantuje formuta , ttumaczaca dywergencje pradu entropii na twierdzenie o

wzro$cie pola powierzchni, modulo modyfikacje mapy przestrzenno-brzegowe;j.

7.2 Przypadek natadowany

Przyjrzyjmy sie teraz konstrukeji pradu entropii dla metryki dualnej do hydrodynamiki

z zachowanym pradem U(1). Jak pamietamy, w tym przypadku w metryce obecne sa
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dodatkowe cztony zwiazane z tadunkiem elektrycznym ¢ oraz cztonem Cherna-Simonsa.
Skutkuje to zwiekszeniem liczby niezaleznych struktur tensorowych, ktére mozna wypisac
do drugiego rzedu wilacznie w rozwinieciach gradientowych. Powtarzajac rozumowanie

opisane w ([7.1]), ogolne wyrazenie na prad entropii jest nastepujacy

5 6
1
St = b <u +b (jovo“ + il + ZjM) + (Zj@) u) . (113)
N k=1

k=1

Jak wida¢, w poréwnaniu do mamy tutaj rowniez cztony w pierwszym rzedzie, co
jest konsekwencja istnienia wektorow poprzecznych Vi' i [#. Dodatkowo, wspotezynniki
Jo, j1, Ji i j,! s funkcjami Weyl-niezmienniczej wielkosci b3q. Jak poprzednio, musza
one by¢ wybrane w taki sposob, by zagwarantowa¢ nieujemng dywergencje pradu en-
tropii S*. Odwotujac sie do przypadku nienatadowanego pamietamy, ze niemozliwym
byto okreslenie wszystkich wspotczynnikow w drugim rzedzie, bez narzucania pewnego
dodatkowego warunku. Z drugiej strony pokazaliSmy, ze po stronie grawitacyjnej dual-
nosci, niejednoznacznosci w pradzie entropii w drugim rzedzie zwiazane sg ze swoboda
wyboru horyzontu, w oparciu o ktéry prad ten liczymy. Wybierajac jako horyzont hory-
zont pozorny, mieliSmy szanse na zapewnienie przyczynowosci S* (horyzont zdarzen jest
ewidentnie nieprzyczynowy). W ten sposob przyczynowosé wydaje sie¢ by¢ warunkiem
eliminujacym niejednoznacznosci w pradzie entropii do drugiego rzedu witacznie.
Szukany prad entropii znajdziemy w oparciu o (7.7). Wykorzystujac jawna postaé

metryki mozna pokazac, ze
G =gr®(1+ 51 (3Ly — 2Fy%) + 3Ly Sy + 3L4Ss + 3L5S5 + 3LSs) - (7.14)

Jak pamietamy, potozenie horyzontu dla geometrii wolnozmiennej (zdarzen badz pozor-

nego), wynosi

6
1
=7 (1 +) hkSk) . (7.15)
k=1

To z jakim horyzontem mamy do czynienia, zalezy od postaci stalych w drugim rzedzie
hi. W tym momencie jesteSmy juz gotowi wyznaczy¢ prad entropii. Wstawiajac do ([7.7))
wyznacznik (7.14)), posta¢ wektora v dana przez (6.56), (6.57), (6.58), (6.59) i ewaluujac
wynik na horyzoncie , otrzymujemy prad entropii postaci (7.13)), przy czym w
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3°%2 (54> + 2)

= T — 2) @ + 1)

V3 kg
o= ——— 1
J1 g + 1 (7.16)

Jak widaé¢ wynik jest identyczny dla horyzontu pozornego i zdarzen. Dotyczy to rowniez
wyrazéw poprzecznych w drugim rzedzie:
1 3
= W (¢, 1) + ————
Ji 1 (Ve ) + s
ji _ 1 B 6bl2lﬁ}2 q4
? 2 (g2 +1)%

L 2VBYRER (B, 1)

i = - b’q, 1
.]3 b6q2 + 1 W3 ( QJ ) )
3btq? 3b4q? (b5 + 2) I, (B3¢, 1
j4l _ q . ¢ (0°¢° +2) F» (b%q )—W4(b3q,1),
(bSq? —2) 2 (05¢* —2) (°¢* + 1)
jo o= —Ws(b°q.1) . (7.17)

Wyrazy podtuzne w drugim rzedzie wynosza

= R (0%, 1)" + ng (b°q, 1) + 3h,

b2 (5 — 12k2) ¢* + 1005¢® + 5

J2 10 (05 + 1)2 + 3hao,

jy = 3h,

5 gL4 (6%, 1) + 3hy,

5 gL5 (6%q,1) + 3hs,

= SLe (00 1) + 30 (7.18)

2

Ze wzgledu na obecnos¢ w powyzszych wzorach cztonéw z hy, wyrazy podtuzne w dru-

gim rzedzie beda rézne dla horyzontu zdarzen i horyzontu pozornego. Dla horyzontu
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pozornego, wstawiajac do ([7.18]) hy dane przez (6.62)), otrzymujemy

23 § 3 3K, (b%g, 1) 1
o= —I (b q71)+2L1 (b q,1)+ bSq2 — 2 (b6q2_2)2’
il 2
2 4h6q% — 8’
. 1
3 4h8q? — 8’
, 3 3K, (b3, 1) 3b12¢4 (176'2¢* + 286°¢2 + 20
JAH = §L4(b3q,1)+ b64(2 q2> ! (6 2 ! 316 2q 2 :
q° — 32 (b8q? — 2)° (b9¢% + 1)
. 3652 (5¢% + 2 3 3K (b3, 1
ao= - q(Qq ) +_L5(b3q’1)+—65(2 : )>
4 (02 —2)* (15g2 + 1) 2 bhq® =2
3v3W kg (3b12¢* + 1465¢% +8) 3 3K (b3q, 1
j = YSRGS 8y gy g Bl gy,
4 (g2 —2)” (W0¢* + 1) 2 b =2

W przypadku horyzontu zdarzeri dostajemy wynik identyczny z (7.19), za wyjatkiem

wspotezynnikow j‘ll i jz!:

. . 1
J|1|EH - ]lllAH = —(b6q2 — 2)2,

6.2 (16,2 2
| | bq° (b°q° +2)
— . 2
Jign — Jian 3 2 (g —2) (7.20)

Mozna tatwo sprawdzié¢, ze w granicy nienatadowanej otrzymane rezultaty pokrywaja sie
z pradami entropii w przypadku nienatadowanym danymi przez , , (zob.
takze [54, GO

Wykorzystujac znaleziong pozycje horyzontu pozornego oraz ekspansje 6 i 0, za-

mieszczone w Dodatku E mozna pokaza¢, ze 6,y na powierzchni horyzontu pozornego

1 Wig? (°¢2 + 2)°
Oy = ———— [ 5 +3 AR 721
W] (2 — 15¢%) < 1+ 2 (16q2 —2)° 4 (7.21)

Wynika stad, ze o ile wartos¢ tadunku elektrycznego jest mniejsza od wartosci ekstre-

Wynosi

malnej, tzn. 0%?* < 2, dywergencja pradu entropii jest nieujemna (druga zasada ter-
modynamiki ([7.6) jest speliona). Dotyczy to rowniez pradu zwiazanego z horyzontem

zdarzen.

3Nalezy pamigta¢, ze w opublikowanej wersji [50]jest btad w znaku w réwnaniu (81).
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Podobnie jak miato to miejsce w przypadku nienatadowanym, wyznaczenie poprawek
trzeciego rzedu w pradzie entropii wymagaltoby okreslenia metryki i potencjatu wekto-
rowego do trzeciego rzedu, co jest zadaniem bardzo skomplikowanym technicznie. Nie
mniej jednak zgodnosé¢ z hydrodynamika zapewnia postaé ([7.7), wiazaca dywergencje
pradu entropii z twierdzeniem Hawkinga o polu, modulo ewentualne modyfikacje mapy

przestrzenno-brzegowe;.

Hydrodynamiczny prad entropii w pierwszym rzedzie

Zauwazmy, ze wktady drugiego rzedu do pradu entropii nie moga by¢ jednoznacznie
okreslone w terminach wspotczynnikéw transportu. W pierwszym rzedzie prad ten jest
jednakze wyznaczony jednoznacznie. Mozna latwo sprawdzi¢, ze otrzymany rezultat
zgadza sie z czysto hydrodynamiczna analiza przedstawiona w [40], w ktorej prad entropii
w pierwszym rzedzie zostal wyrazony w terminach wspotczynnikéw transportu. Autorzy
[40] rozwazali najogolniejsza postaé¢ pradu entropii dopuszczona przez hydrodynamike z
zachowanym pradem, dopuszczajac mozliwosé anomalii U(1). W pracy tej pokazano, ze
prad entropii do pierwszego rzedu witacznie rozwinie¢ gradientowych ma postaé

1
S = syl — %y“ + 5 DU, (7.22)

gdzie s oznacza gestos¢ entropii w stanie rownowagi, a D jest wspotczynnikiem opisanym

ponizej, natomiast v* jest poprawka pierwszego rzedu do pradu U(1)
JH=nut + 0", (7.23)
7 symetrii wynika, ze poprawka ta moze by¢ zapisana jako

1
V= o P9, (%) + €, (7.24)

przy czym o i £ sa wspotczynnikami transportu. Dla ptynéow dyskutowanych w niniejsze;j
pracy, wspolezynniki te moga by¢ odezytane z (6.48). W tym celu nalezy wykorzystac

zwiazki

B 2_b6q2 \/§b2q

27rb’M7r’

T

(7.25)
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z ktorych otrzymujemy

4 b3 b12 4 b6 2 2
P, (1) = - VP (072" 4+ 30 +2) (7.26)

T (15q2 — 2)°
Wspotezynnik € jest niezerowy jedynie w sytuacji, gdy teoria ma anomalie (w tym sensie,
ze odpowiednie pola cechowania prowadza do anomalnego pradu U(1)). Jak pokazano w
[40], £ jest proporcjonalny do anomalnego wspotczynnika C':

§:C<2—2W3>. (7.27)

3e+p

Pozwala to wyrazi¢ C' w terminach znanych wielko$ci, a nastepnie wyznaczy¢ D odwo-
tujac sie do relacji z [40)]
p=Ltct (7.28)
3T '
W podobny sposéb mozna wyrazi¢ prad entropii ([7.22)) w terminach uzytych w niniejszej
pracy zmiennych b i q. Wynikiem jest

(7.29)

= _4GN 4 (b6q2 _ 2) (b6q2 + 1) 0o (66q2 + 1)

Jak wida¢, otrzymalismy doktadnie posta¢ pierwszego rzedu pradu ([7.13)), ze wspotezyn-
nikami ([7.16|), ktore pochodza z holograficznej formuty na prad entropii ([7.7)).
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Rozdzial 8

Podsumowanie

Gloéwnym tematem niniejszej pracy byta grawitacyjna rekonstrukcja pradéw entropii dla
geometrii dualnych do hydrodynamiki silnie sprzezonej, konforemnej teorii Yanga-Millsa z
zachowanym pradem oraz bez niego. Po przedstawieniu najistotniejszych elementéw du-
alnosci AdS/CFT, dualnosci ptynowo-grawitacyjnej oraz relatiwistycznej hydrodynamiki,
obliczenia rozpoczelismy od holograficznego opisu ptynéw, w ktorych jedyna wielkoscia
zachowang byt tensor energii-pedu. Stosujac metodologie rozwinie¢ gradientowych, przy
uzyciu narzedzi obliczeniowych opisanych w Dodatku [A] odtworzyliSmy dualna metryke
do drugiego rzedu wilacznie i sprawdziliSmy, ze pokrywa sie ona z postacia znaleziong
w [26]. PrzedyskutowaliSmy rowniez strukture przyczynowa geometrii znajdujac pozycje
horyzontu zdarzen i sprawdzajac, ze jest ona identyczna z otrzymana w [26].

Jednym z najbardziej istotnych rezultatow niniejszej pracy bylo znalezienie potozenia
kowariantnego horyzontu pozornego — w tym celu wykorzystaliémy formute opisang w
[54]. Wazna obserwacja byt fakt, iz jego pozycja byla wyznaczona jednoznacznie i roznita
sie od pozycji horyzontu zdarzen cztonami w drugim rzedzie. WyznaczyliSmy réwniez do
drugiego rzedu wlacznie holograficzny tensor energii-pedu sprawdzajac, ze jest on réwniez
zgodny z literatura.

Nastepnie przeszlismy do przypadku hydrodynamiki z zachowanym pradem U(1).
Stosujac identyczne metody obliczeniowe jak w poprzednim przypadku, znalezlismy geo-
metrie dualng, przy czym analogicznie jak w [20], metryka dopuszczala nietrywialna,

ustalona metryke na brzegu. Aby obliczy¢ wartosci oczekiwane zachowanego pradu U(1),
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po stronie grawitacyjnej dualnosci AdS/CFT nalezy dopusci¢ wyrazy z tadunkiem elek-
trycznym. Dodatkowo, konsystentna kompaktyfikacja supergrawitacji IIB wymaga obec-
nosci cztonu Cherna-Simonsa. W takiej sytuacji obok metryki w rozwigzaniach réwnan
grawitacyjnych pojawi sie pole wektorowe sprzezone do tensora metrycznego.

Do drugiego rzedu rozwinie¢ gradientowych przedyskutowalismy strukture przyczy-
nowa geometrii znajdujac horyzont zdarzen oraz horyzont pozorny. Okazalto sie, ze po-
dobnie jak mialo to miejsce w przypadku nienatadowanym, kowariantny horyzont po-
zorny zadany jest jednoznacznie i pokrywa sie z horyzontem zdarzen do pierwszego rzedu
wtacznie. SprawdziliSmy réwniez, ze oba horyzonty redukuja sie do odpowiednich postaci
w granicy nienatadowanej. Wykorzystujac dualno$é¢ ptynowo-grawitacyjna obliczyliSmy
réwniez zachowany tensor energii-pedu i prad U(1), tym samym znajdujac odpowiednie
wspotezynniki transportu. Rachunek ten wymagal kasowania sie rozbieznosci w ramach
procedury holograficznej renormalizacji. Fakt, ze kasowanie to zachodzi jest bardzo nie-
trywialnym sprawdzianem poprawnosci przeprowadzonych rachunkow.

W dalszej czesci pracy, odwotujac sie do rozwiazan znalezionych w poprzednich roz-
dzialach, zajeliémy sie problemem holograficznej rekonstrukcji hydrodynamicznego pradu
entropii. Prad ten zostal znaleziony przy wykorzystaniu formuly opisanej w [54], odpo-
wiednio dla geometrii dualnej do hydrodynamiki bez i z zachowanym pradem. W obu
przypadkach wyznaczane byly prady zwigzane zaréwno z horyzontem zdarzen, jak tez i
z horyzontem pozornym. Waznym rezultatem byt fakt, iz prady dla horyzontu zdarzen i
horyzontu pozornego pokrywaly sie do pierwszego rzedu wilacznie, roznigce sie w drugim
rzedzie. Dodatkowo sprawdzono, ze dywergencja wszystkich wspomnianych pradéw byta
nieujemna.

Jednym z najistotniejszych wnioskéw wynikajacych z otrzymanych rezultatéow byto
powiazanie niejednoznaczno$ci pradu entropii w drugim rzedzie ze swoboda wyboru ho-
ryzontu, w oparciu o ktory prad ten liczymy, przy czym wymog przyczynowosci zdawat
sie faworyzowaé definicje pradu entropii oparta o horyzont pozorny. Fakt ten sprawdzono
na przykladzie obu rozwazanych geometrii.

Podsumowujac, niniejsza praca wniosta nastepujace, nowe elementy:

1. Znaleziono wygodna procedure wyznaczania pozycji kowariantnego horyzontu po-
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zornego dla przypadku wolnozmiennych geometrii.

. Zmaleziono geometrie dualna do hydrodynamiki z zachowanym pradem. W poréw-
naniu do wezesniejszych prac [31], B0] ostateczna posta¢ metryki jest ogdlniejsza, z
uwagi na to ze dopuszczata dowolna, ale ustalong metryke na konforemnym brzegu.
Jednoczednie zastosowanie wygodniejszego cechowania oraz prostszej parametryza-
cji metryki w zerowym rzedzie pozwolito przedstawi¢ zaréwno metryke, jak tez
i potencjal wektorowy w znacznie prostszej i duzo bardziej przejrzystej postaci.
Sprawdzono rowniez, ze otrzymane rozwigzania redukuja sie do odpowiednich wy-

nikow z [26] w granicy nienaladowane;.

. Zmaleziono horyzont zdarzen dla przypadku geometrii dualnej do hydrodynamiki
z zachowanym pradem U(1) pokazujac, ze zgodnie z oczekiwaniami opartymi na

hipotezie kosmicznego cenzora osobliwo$¢ znajduje sie pod horyzontem.

. Zmaleziono pozycje horyzontéw pozornych dla obu typéw dyskutowanych geome-
trii pokazujac, ze horyzont pozorny wyznaczony jest jednoznacznie i znajduje si¢

wewnatrz badz pokrywa sie z horyzontem zdarzen.

. Zmaleziono wygodna formule na prad entropii zwigzany z hiperpowierzchnig hory-

zontu [54],

. W oparciu o formule z [54] wyznaczono prady entropii dla horyzontu zdarzen i

pozornego w przypadku geometrii z i bez zachowanych tadunkow.

. Sprawdzono, ze znaleziony prad entropii pokrywa sie z pradem otrzymanym do

pierwszego rzedu wlacznie w oparciu o czysto hydrodynamiczne podejscie [40).

. Powigzano dowolnosci w hydrodynamicznej definicji pradu entropii z dowolnoscig
wyboru hiperpowierzchni, w oparciu o ktéra prad ten liczymy w oparciu o formalizm

dualnodci ptynowo-grawitacyjne;j.

. Zasugerowano, ze brakujacym czynnikiem eliminujacym dowolnosci w pradzie en-

tropii moze by¢ przyczynowos¢ ewolucji entropii.
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Dodatek A

Pakiet obliczen tensorowych

Ponizej przedstawimy krotki opis pakietu do obliczen tensorowych w programie Mathema-
tica. Pakiet ten sklada sie z zestawu komend ktore konstruuja bardziej skomplikowane
tensory z tensoréw prostszych oraz wykonuja operacje na wskaznikach. Nadrzedna zasada
przyswiecajaca strategii wykonywania obliczen jest niedefiniowanie tensoréw w postaci
macierzy, a przechowywanie informacji o ich sktadowych w pamieci w postaci list pod-
stawien. W ten sposob kazdy tensor reprezentowany jest jako wyrazenie wskaznikowe
dopoki jego jawna postaé, o ile zostala wczesniej zdefiniowana, nie bedzie wywotana za
pomoca stosownej funkcji (opisanej ponizej).

Generalnie wszystkie funkcje pakietu mozna podzieli¢ na dwie grupy: czesé anali-
tyczna i czesé algebraiczng. Czesé analityczna umozliwia operowanie na jawnych posta-
ciach tensoréw: dokonywanie rozwinie¢ gradientowych, wywolywanie okreslonych skta-
dowych czy dokonywanie na nich dziatan. Czesé algebraiczna, zainspirowana $wietnym
programem do obliczeni symbolicznych Cadabra [57, 58|, pozwala na dokonywanie ope-
racji na wskaznikach, bez odwolywania sie do jawnej postaci tensorow. Dzieki temu
mozliwe jest upraszczanie wyrazen przy uzyciu zadanych tozsamodci, uwzglednianie wta-
snosci symetrii, dokonywanie zwezen itp.

W praktyce funkcjonalnosé czesci algebraicznej i analitycznej mozna taczy¢. Przykta-
dowo, majac do czynienia ze skomplikowanym wyrazeniem tensorowym czesto wygodnie
jest najpierw uproéci¢ je maksymalnie porzadkujac wskazniki, badZ wezytujac znane toz-

samosci, a dopiero potem wykonaé¢ dziatania na jawnych postaciach sktadowych.
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Deklaracje wstepne

Obliczenia rozpoczynamy od nastepujacych ustawien

e allowparallel — zmienna globalna sterujaca obliczeniami wielordzeniowymi w bar-
dziej ztozonych funkcjach pakietu; przypisanie jej wartosci 1 uruchamia obliczenia

wielordzeniowe, 0 wylacza je,

e dwymiar — zmienna globalna przechowujaca informacje o wymiarowosci d-wymiarowe;
czasoprzestrzeni, reprezentujgcej konforemny brzeg d + 1-wymiarowej czasoprze-
strzeni. Przyktadowo, dla przypadku czasoprzestrzeni pieciowymiarowej dwymiar =

4,
e epsord — zmienna globalna ustalajaca rzad rozwinie¢ gradientowych,
e derivlist — zmienna globalna przechowujaca liste symboli pochodnych,

e constantsList — lista symboli traktowanych jako state w rézniczkowaniu za pomoca

funkeji prodrule (zdefiniowanej ponizej),

e KroneckerdeltaSymbol — zmienna wczytuje symbol delty Kroneckera, przyktadowo

KroneckerdeltaSymbol = 6,

e BoundarymetricSymbol — zmienna deklaruje symbol metryki tta dla teorii pola na
konforemnym brzegu d + 1-wymiarowej przestrzeni. Przyktadowo Boundarymetric-

Symbol = h stosujemy dla metryki h,,,

o metricSymbol — zmienna deklaruje symbol metryki przestrzeni d + 1-wymiarowej:

przyktadowo metricSymbol = g stosujemy dla metryki gap,

Wskazniki

Indeksy tensorowe wprowadzane sa przy uzyciu nastepujacej sktadni: tensor|indeks1,indeks2,...|,
gdzie indeksl, indeks?2,... reprezentuja ko- lub kontrawariantne indeksy tensora tensor.
Indeksy kowariantne wprowadzamy przy uzyciu sktadni @, podczas gdy kontrawa-

riantne poprzez M @. Same wskazniki umieszczamy wewnatrz nawiasow [.]. Przyktadowo
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ol _@Qu, ™ay] = 0,”. Poniewaz w pelnej d + 1-wymiarowej przestrzeni wyodr¢bniamy
d-wymiarowg podprzestrzen, konieczne staje si¢ rozréznienie wskaznikéw. Indeksom d-
wymiarowym odpowiadaja litery greckie, podczas gdy d+ 1-wymiarowym lacinskie (wiel-
kos¢ liter nie ma znaczenia). Pakiet dopuszcza rowniez bardziej zlozone nazwy indeksow

przyjmujac zasade, ze pierwsza litera (grecka lub laciriska) okresla typ przestrzeni.

Cze$¢ analityczna

e Ord - rozwija wyrazenie w szereg Maclaurina traktujac € jako maty parametr do

zadanego przez dwymiar rzedu,
e coeff - pomija w wyrazeniu potegi € wyzsze od zadanych przez dwymiar,

e 77 - zwraca warto$¢ sktadowych tensora w oparciu o wezesniej zdefiniowane podsta-

wienie. Np. 77Qu[_@1] wywoluje zerowa skltadowa wektora u,,

e create - podstawowa funkcja konstruujaca bardziej zlozone tensory z tensoréw
prostszych i zapisujaca wynik w pamieci w postaci podstawienia. Funkcja cre-
ate automatycznie realizuje konwencje sumacyjng Einsteina rozwijajac wyrazenie
w rozwiniecie gradientowe do zadanego przez epsord rzedu. Odmiana create) po-
mija rozwijanie w szeregi potegowe, natomiast create? aplikuje uproszczona jego

wersje, w ktorej pomijane sg jedynie odpowiednio wysokie potegi €,

e ncreate - funkcja zwraca jawna posta¢ macierzy tensora, o ile ta zostala wczesniej
zdefiniowana badz zbudowana za pomoca create, ogélniejsza od ii. W przypadku
natrafienia na ztozone wyrazenie, ncreate realizuje automatycznie konwencje suma-
cyjne, zwracajac odpowiedniego rzadu macierz, liste lub skalar. Podobnie jak create
ma dwie odmiany: ncreate) pomija rozwijanie w szeregi potegowe, a ncreate2 re-

alizuje uproszczona jego wersje (analogicznie jak create2),

e tensorform - przepisuje wyrazenie w tatwej do odczytania postaci wskaznikowej. Z
tego tez wzgledu funkcja ta jest szczegdlnie uzyteczna réwniez w czesci algebraiczne;j

pakietu,
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o collectsimplify - upraszcza wyrazenie w postaci rozwiniecia gradientowego wykry-
wajac, grupujac i upraszczajac odpowiednie jego elementy.
Czeéé¢ algebraiczna

W pakiecie zaimplementowano czesé funkeji o nazwach i funkcjonalnosci analogicznej do

tych z programu Cadabra:
e canonicalise,
e distribute,
e factorout,
e prodrule,
e renamedummies,
e climinatekr - eliminuje d-wymiarowe delty Kroneckera, np. 4, ",
e Eliminatekr - eliminuje d + 1-wymiarowe delty Kroneckera, np. 6,5,
o climinatemetric - eliminuje d-wymiarowg metryke g,
o Eliminatemetric - eliminuje d 4+ 1-wymiarowa metryke gap,
o substitute
Dodatkowo zdefiniowano dla wygody

e split - wyodrebnia w d + 1-wymiarowych sumach (zwezeniach) ich d-wymiarowe

czesci,

o symmetricmake(wyrazenie, lista) - symetryzuje wyrazenie we wskaznikach danych

przez lista,
e epsilonincorporate - domnaza kazdy wyraz z d-wymiarows pochodna przez e,
o checksublist - przeszukuje liste podstawien i zwraca liczbe znalezionych btedow,
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e upall - podnosi wszystkie wskazniki wolne wyrazenia,
e downall - opuszcza wszystkie wskazniki wolne wyrazenia,

Wszystkie funkcje, rowniez te z czesci analitycznej, wykrywaja i sygnalizujg bltedy w
wyrazeniach tensorowych.

Dodatkowo kazda funkcja czesci algebraicznej ma swoj odpowiednik z ,,()” w nazwie
na koncu, np. substitute@). Funkcje te dziataja wewnatrz bloku obliczeniowego rozpo-
czynajacego sie komenda start(), ktora wczytuje wyrazenie do zmiennej globalnej rs i
konczacego sie komenda end(). Wewnatrz bloku operacje na wyrazeniu dokonywane sa z
uzyciem zmiennej globalnej, co eliminuje koniecznosé ciggtego wezytywania poprzednich
rezultatow. Poszczegdlne wyniki przedstawiane sa rowniez w czytelnej, wskaznikowe;j
postaci danej przez tensorform. Rachunek z uzyciem start()...end() jest wiec prostszy i

bardziej przejrzysty, szczegblnie w przypadku dokonywania bardziej ztozonych operacji.
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Dodatek B

Rozwigzania w drugim rzedzie

W ponizszych wyrazeniach prim oznacza pochodne wzgledem br

B.1 Sektor skalarny

Ny

Ny

Ny

/°°d ( bx V/3z? N xt > (1+z+ 22)?
x —
K br 20/3r  2r3 \/3brd/ (14 2)?(=05¢2 + 22 + 2)?’

C3VBYR V3qg VPR

519 (052 + 1) 4b*r® T (bSg2 4+ 1)
0,
/Oo dx<\/§b5F0q3x2 (b°q?(2x — 3) + 4z — 3) (z — br)?(br + 2z)

br ri(x — 1)2(z + 1)2 (082 + 1) (—q2b8 + 24 + 22)°
2V3F2qa® (V52 (2% — 2) + 22) (x — br)?(br + 27)

bri(z — 1)2(z + 1)2 (—q2b5 + 2 + 22)°
V@x(x — br)?(br + 2x) (

8v/3rt(z — 1)2(z + 1)3 (8¢ + 1)* (—q2bS + 24 + 22)°
2(x — 1)%2* (22" + 182° 4 212” + 182 + 7) + b"°¢® (42 + 22° + 92> + = — 14) +

b'%g* (42% + 1027 — 1725 — 32° — 152" 4 152° + 3527 + 172 — 28) +
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B.2 Sektor wektorowy
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b6q +1 br (y 4 1)2 (—¢2b8 + y* +32)?
36tk
27’2(qu +1)%
A e
br (—b0¢* +y* +y*) 2? (b9g% = 2) (°¢* — 2* (2* + 1))

3()12q4(22+z—|—1)—b6q222(24—|—23+222—z+3)+223 (23+z2—|—22+2)>+

2a, (b5 + 1) + /303
166272 (b5¢2 + 1)

\/§b3q/ / Y’ /yd2<
W2 +1 J, (=0°¢* +y* +y*) Jy 2P

b2t (—2z2 +9z — 10) 4 222 (z — 1) + 20%¢? (z — 2274+ 92 — 5) +

3zFy (b12q4 (522 — 9) + b5¢? (326 + 1022 — 9) + 22 (324 + 5)) ) +

V3as (05¢ + 1) + 30” (24k2 — 1) ¢* — 3b%q
8v/3b2r2 (b2 + 1)

/°° 2v/3b%q (b"%¢* (3 — 3) + 09¢%x? (=322 + 2z — 3) + 42?)

1 2% (b5¢* — 2) (b5¢* — 22 (2° + 1)) ’

V/3bq (b"g" — 3b°¢* + 2) N /°° s 3vV3b3qFy (052 (5% — 9) + 22 (3z* +5))
200¢2 + 2 . zt ’
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_br/boo (@ — 1)(z +2)

. dx((x + 1) (—¢?b8 + 22 + z4)

7

2 (b%¢* (22 — 3) + 22%) /:Od T

3 (522 — biq? + r?)
43> (0S¢ +1) 7

1 n 607 k2q*
20r 5 (bSg2 + 1)27

¥ (2 +y) )
_b6q2 + y2 +y4)2

. /oo dx( B (b6q2T2 _ b4 (q2 + 7“6) + T2) }/E))// N (b6q27’2 _ 3b4 <q2 _ 7,,6) + 7,.2) }/3/ N
b

, V/3bigr?

V3rq (b (br? (308¢% +2) + 1 (3b%¢° + 2) + 2b°¢% — 3b°r% — 3b%r® — 303 — b%r?) + 2) N

V3bogrt

b2r3 (b%¢% + 1) (br + 1) (b*q? — b?*r* — 12)

8\/§F2/<aq>

b2ro

(br = )(br + 1) (B'g* — ¥r' = r2) vy

o [ an(EO W)
b

. V3bigr
2b27"4F0

V3btgr?

B 2r3 (B3¢ + %) — r (b°¢* + 2) >
bog2r2 — bt (2 +1r8) + 12 20 (05q%2 + 1) (br — 1)(br + 1) (b*¢? — b?rt — r2))’

by /oo dx( B (b27’2 _ 1) (b4q2 _ b27”4 _ T2) }/5// N (Z)GQQTQ _ 3b4 (q2 _ 7,,6) + 7,2> }/*5/ N
br \/§b4q’f‘3

1

V3bogrt

20375 (b8¢% 4+ 1) (b?r2 — 1) (b*q% — b*r* — r2)

(4864I€2q2 (196(127’2 — bt (q2 + 7’6) + 7’2) +

r? (—2 (b6q27’ + r)2 — 3b°¢r (b6q2 + 2) + 2b176 (b6q2 + 1) + 6b1¢> (b6q2 + 1)) ) +

Fo (505¢r? — b* (7¢* + r%) + 5r?)
bgq27a4 _ b6712 <q2 + TG) + b2/r4

)
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B.3 Sektor tensorowy

o0 1 €T
H = —m)? | d v 1 /d 2B, 4+ 4P R
! (r)/b I—b6q2+x2+x4( +1—x2 L y(6y 24y 2) ’

r

oo

Hy = —2(b7’)2/ dz
b

r

00 T 1 T
Hy = (br)* [ d 1— dy (6y°F» + 4y° Fy'
3 (r> /b,« x—b6q2+x2+$4 < 1_:1:2/1 y( Yy 2+ Yy 2) )

xr
_b6q2 +$2 _I_l.4’

_ 272 s [ T
Q(bT)Z > 1 6 2\2 4 ( 2 4 6 2 2
Hy = —(1+b6q2>2/br dxﬂ(—bﬁq?—f—ﬁ—l—x‘l)(_(l—i—bq)x (% + 2" + Vg% (1 + 227%)) +

+ 1267k%¢* (V%% (2 (2° + zt + 2?) +3) + 2 (2* — 1) (22° + 1)) ),

Hy — M/w ., 2241

6 — 1—|-b6q2 br $2(£L‘—|—1) (—66q2+x2+x4)’

H; = 0,

o) " -

H = —(b 2 d d

8 (7") /br x(l_xQ)(—bﬁq2+£C2+x4)/1 ypg(y),
H = —b 2 d iy d

’ (T) /br x(l_xQ)(—bﬁq2+m2+x4>/l yp9(y>a
Ho = ~0r? [ d - /xd

10 (7’) /b'r x(l_xQ)(—b(ij—i-xQ—i—x‘l) ) Z/pm(y),
Hy = 0,
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gdzie

() = Abqa? (0°¢® +1) (0°¢% (2® — 3) + 32° +2%) OF N
PR = T S ) (052 — 2) (052 — 22 (22 + 1) 0(bq)

4Fy*2® (b2q" (4o — 1522 + 12) + b%¢%2? (3t + 822 — 15) + 4at) N

+
(2% — 1)2 (—q2b8 + 2t + :1:2)2
2F01’2
+ <4x8 + 22t +
(22— 1)7 (b2 — 2) (Boq? + 1) (— 200 + 2 + 27)

+ 0% (22" 4 92° — 2227 — 122 + 24) + 4b°¢%2” (42° + 32° — 62 + 227 — 9z + 4)
— 62" + '8¢ (82% — 327 — 62° + 82 + 92° — 2827 +6) +

+ 262" (32" + 100° — 152 + 62* — 1827 + 5a? + 24z — 9) )

boqta <
4 (2% — 1) (W52 — 2) (g% + 1)* (05¢% — (2% + 1))?
b*g® (3354 —122° + 82% + 361 — 36) + 8 (3966 — 62" + 2" — 3% + 62 — 1) +
Loy (_st — 362" + 442° + 924 — 7222 + 2822 + 1322 — 96) +
+ 4q? (32% — 2427 + 152° — 92* + 120° + 232% — 122 — 6) +
— 6b"2¢" (2% + 1427 — 162° + 2" + 102° — 142% — 8z + 14) )
Zz

R T ey G G A N

+ 2zky (b12q4 (x2 — 3) + b5¢? (3x6 + 22 — 3) + 328 + xQ) ),

—6v/30%kq?
po(x) = \/—2 " <352 (23:5 — 3z — 2 + 3) +
zt (22 = 1) (b2 + 1)7 (—¢?b8 + a* + 22)

+ Vg (27 —32° = 32° + 627 + 82— 7) —b%¢* (2 —32® —dx +7) +

T+ AwFy (%" (32 — 4) = 1°g? (a° — 62% + 4) — a? (" - 3)) )

Obecnosé czlonow 1/(1 — x?) w Hy, Hsz, H; moze sugerowaé¢ potencjalng osobliwosé
na horyzoncie zewnetrznym. W rzeczywistosci jednak, Sledzac dokladnie zachowanie
powyzszych funkeji w poblizu horyzontu oraz wykorzystujac wtasnosci funkcji F», mozna

pokazadé, ze faktycznie zadnych osobliwosci tam nie ma (w istocie state catkowania zostaty
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dobrane w taki sposob, by fakt ten zagwarantowac).
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DODATEK C. HORYZONT WEWNETRZNY

Dodatek C
Horyzont wewnetrzny

Ogolne wyrazenie na pozycje wewnetrznego horyzontu zdarzen dane jest przez (6.54)).

Odpowiednie wspotezynniki funkcyjne wynosza:

bird Ky (br_ b2r? +1, br_> b (5622 + 4)
hy = - - -
! 204t 4+ 022 + 1 3(02r2 +2) (—204rL + b2 +1)2

b= ( 20 (777 + )] L S (optrt 4 202 + 2))
6002r— \ (bt + 022 +1)° Wit — 22 —1 )’
b33
12 (=2b%4% + b2r2 + 1)’

T3 (1)37“2 4 b) 2
hy = — i (—12555 8264 — 4P
! 4(0?r2 +2)2 (b2 +02r2 +1) (20%2 — b?r2 —1)3 I esbe -

+ 32672 + 8+ 8b13 13 4 326M%012 1 180 Mt 4+ 80010710 + 1210 4 1306%r° — 110717 +

birs 2 (br_«/bzr% n l,br_> W K, (br_,/b%% n l,br_)
_l’_

—4b*rd + 2b%r2 + 2 —20% % + 022 +1

h,gz

122656 ) n I

b (4b5rS + 7bhrt 4 50712 4 2) Fy (br_\/b%z_ +1, bh)
(022 4 2) (=2b%r + 0212 +1)2 ’

. bl K (br—\/ i, bh) Pt (461010 4 115578 4 200878 + 21644 + 120%% + 4)
° =204t + 022 +1 T (=20%% + %2 4 1) 2 (0570 4 304 4 3022 +2)

b K <br_ Ny br_>
he =
6 —2b%rt + 0202 + 1 +

NET (V%% + 1) 32 (2b%% + b*r? + 1) (2847«4, + 3b%*r2 + 2)
(=24 4+ b2r2 4+ 1) 2 (b5rC + 3b%rt + 3b%r2 4 2)

V3brr? (627“3 + 1) 32, <br_\/b27“3 +1, br_>

20818 4 bOr% — 2b%r2 — 1




Niektore funkcje w powyzszych wzorach, takie jak Ky (br, \/m , b'r‘,> $8 0SO-
bliwe. W istocie, na horyzoncie wewnetrznym, poczynajac od pierwszego rzedu w rozwi-
ni¢ciach gradientowych, metryka i potencjal wektorowy staja sie osobliwe. Dla przyktadu,
wspotezynnik funkcyjny z pierwszego rzedu Fy moze by¢ przedstawiony nastepujaco:

0 2
Bo= /br dx(l + xgi((l—;;:;——i-xx2)+ xt) B

/Oodx (1 +x + 2?)
o (Lt z)(x—br ) (z+0br_)(1+b2r2 +22)

Jak wida¢ ostatnie wyrazenie jest osobliwe w granicy » — r_, co implikuje, ze F; rozbiega
sie na horyzoncie wewnetrznym. To samo dotyczy innych funkcji drugiego rzedu, takich
jak K4 Czy K5.
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DODATEK D. EKSPANSJE

Dodatek D

Ekspansje

Wspotezynniki funkeyjne 9%) we wzorze ((6.60) Wynosz:

01

0

+

+

1

3brK, — 20 BriFy Iy + ngBTQLll,

509¢%r? + b (4r° — 7¢?) + 5r? 3b3k2¢" (
A5y T 519 (bSq2 + 1)2 (biq? — b2t — 12)
106204410 — 5b18¢4S — 5p10g40 4 5pl g2t (q2 n 27,6) 45012422 (qz _ 4T6) i
410 (2q4 + 5q2r6) + 120%¢%r* + 9b° (2q2r2 — 7‘8) — b (8q2 + 97’6) + 130%r* + 137’2),

1
4br’

b7q2
32r (002 — 2)° (b5¢2 + 1) (1 — b2r2)(—b5g2 + 0212 + bir) <

18652 (05¢% — 2) (5% + 1) (0 + 2)* — 126r® (1562 + 1)% (b'8¢° + 14b'2¢* + 126%¢ + 8) +
326%° (19¢% +1)° (0% — T2 — 2) + 16b* (1°° + ¢)” (b'2¢" + 805> + 4) +

r? (0% (9™ ¢® + 214b"¢° + 5800"%¢* + 4566°¢* + 64) + 64) +

126°77 (b0 + 1) (0'%¢° + 140"%¢" + 120°¢° + 8) +

120°¢%r (b°¢" 4 1) (b'%¢° — 18b"¢" — 200°¢* + 8) ) +

b2 F,
4 (b5q% —2) (052 + 1) (1 — b2r2)(—0%¢2 + br2 + bir?)

<2b18q6r2 — 30\ g0 +

2" (¢° — 5¢*r%) + 60" (¢* — ¢*r®) — 6b6%22%2 +120°¢%r 4+ 4b* (¢* + r°) — 47‘2> +

b3q (5> +1) OF, N 32,2 1 N b3 (b5¢2 — 3b*r* + 1) Fy?
a 4

3brK
Tt b5g2 —2  0(b3%q) 2 2(1 — b?r2) (—b5q% + b2r? + birt)’

'Prim oznacza pochodna po br.



1 3 bPq? (3b7q%r + 4b°q? + 6br + 4)
0 = —=Fy+3brKs;+ -b°Br’Ls —
’ p 10T OO T BT s 8 (5 —2) (o +1)
3V 3b3kg?
- V3 /<;2q <2b23q6r7 +017g (g + 6r°) + 4bMgH® — 3p15 g4
476 (b5g2 — 2) (52 + 1)2 (bq2 — b2t — 12)

— AP0 3p1Bgh _ 4p12% 4P o+ 4p10g2 (q2 + TG) — 660¢2r5 — 4bBr (q2 + TG) +

3
— 6b7g%r — 4b%2 (q2 + 7“6) — 4bP¢Pr + 4bt g — 4b*rt — 47’2> + 3brKg + §b2Br2L6’ ) (D.1)

Wspoétezyniki o) WYnosza

0F = 2FRF) — ng’,
9 1 6b?K2q*
0, = 331 2 2<
b3 5rT (b9¢2 + 1) (=biq? + b2rt + 12)
b?(9b%¢* + 1002 ¢%r 0 (b°¢* + 1) 4 r*(5b'2¢* — 28b%¢* — 6) +
+ b5 (197 — 2) — 6) + 202 r? (50°¢* — 4) — 6b*r®(5b°¢* + 2))),
0> = 0,
04 B b7q27“3 (
! 16 (b8¢% — 2)° (b5¢2 4 1) (0212 — 1)% (—b*q? + b2r4 4 12)?

1865t (1% — 2) (057 + 1) (1542 + 2)° + 126r® (057 + 1) (03¢ + 14b'2¢* 4 120% + 8) +
4 16b%0 (0 +1)% (b2 + 805¢2 + 4) + 32b%¢? (057 + 1)° (201%¢* + 0O + 2) +
— (0% (5Tb* ¢ + 262'%¢° + 436b"¢* + 216b°¢” — 32) + 64) +
— 126%7 (0%¢% + 1) (b"¢° + 146"¢" + 120°¢° 4 8) +
— 12657 (19g2 + 1) (3¢5 + 10612¢" + 415¢? + 24) ) +

iR,
- — 5 (- 20%(2 + 9% + Th'2g") +
2(b8¢q2 —2) (b5¢% + 1) (5¢%r? — b* (¢ + 16) + 12)

+ 36 (—4 + b2 q*)r — 20*(2 + 3b°¢% + b2 r® 4 2(2 4 50°¢2) (r + quQr)2> +

B b3ro (268¢%r? — 3btq? + 2r?) Fy? N 205qr* (05¢* + 1) oF, 3L ,
(b5q2r2 — b (g2 + 16) + 7“2)2 (b5q2 — 2) (b2r2 — 1) (big2 — b2rt — r2) O(qb®) 2 4
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3L L F, N b3q? (—=3b7qr + 40%¢* — 6br + 4)
27° 7 2p2Br2 8Br3 (b5¢2 — 2) (b5g2 +1)

V3V kg

212 (05 — 2) (b5¢% + 1) (—b*q® + b2r* + 12

)2 <6b15q4r5 +3b13q4’f‘3 +4b12q47"2 +8b10q4 +

120%¢%r° — 120%¢%r* + 67 ¢?r® + b° (12r8 — 8q27“2) —4p* (q2 — 67“6) + 24b%r* + 12r2> +

V3 kg (

22 (b9¢2 + 1) (b2r2 — 1) (=b*q? + b2t + 12)?

12r (—=b"g* + b3¢*r* + 0°¢*r® — b'q® + b*r* + %) Fy +
3

g (b + b 4 1) (367%r — 4°g” + 6br — 4) ) = SLq'. (D.2)
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